国生 二 


二 一 2 一 人 


人 人 


逮 深 浸 杆 


人 Mi 同 岗 昌 真人 己 


COMPUEERSSENSE 


; 中 俏 贡 版 针 国 "HINAGITIEP8E9 人 


版 权 信息 


书 名 : 论 可 计算 数 : 图 灵 与 现代 计算 的 诞生 
作者 :[ 美 ] 元 里 斯 : 伯 恩 哈 特 

译 者 : 雪 曼 

ISBN:9787508666105 

中 信 出 版 集团 制作 发 行 

版 权 所 有 "侵权 必 宫 


全 二 = 
月 二 


市 面 上 的 图 灵 传 记 不 胜 枚 举 。 瑞 国 演员 德里 元 - 雅 各 比 (Derek 
Jacobi) 将 他 的 形象 市 上 舞台 ， 本 尼 迪 元 特 : 康 伯 巴 奇 (Benedict 
Cumberbatch) 又 在 电影 中 进行 了 重新 演绎 。 艾 伦 : 图 灵 即 便 算 不 上 家 喻 
户 晓 的 名 人 ， 也 算得 上 众所周知 的 人 物 。 很 多 人 都 知道 ， 他 在 第 二 次 世 
界 大 战 期 间 进 行 的 密码 破译 工作 对 盟 军 最 终 战胜 德军 起 到 了 关键 作用 。 
人 们 可 能 听 说 过 ， 图 灵 的 一 生 以 氰 化 物 中 毒 翡 惨 而 终 ， 也 有 人 听 说 过 他 
为 判断 “计算 机 是 否 可 以 思考 ”而 设计 的 测试 。 或许 并 不 那么 有 名 的 事实 
是 计算 机 科学 界 的 最 高 奖项 叫 图 灵 奖 (A. M. Turing Award) 。 这 一 奖 
项 被 奉 为 计算 界 的 诺 贝 尔 奖 。 每 年 国际 计算 机 协会 《Association for 
Computing Machinery， 简 称 ACM) 都 会 癌 在 计算 机 领域 有 杰出 贡献 的 
人 和 颁发 图 灵 奖 ， 并 送 上 100 万 美元 的 奖金 。ACM 以 图 灵 的 名 字 命 名 了 这 
一 奖项 ， 是 因为 网 灵 被 视 作 计算 机 科学 的 黄 基 人 之 一 。 他 做 了 哪些 帮助 
人 类 构建 计算 机 科学 的 事情 ? 答案 承 是 1936 年 图 灵 发 表 的 一 篇 引 人 注 目 
的 论文 ， 那 时 他 只 有 24 岁 。 这 篇 论文 是 网 灵 最 重要 的 知识 贡献 。 然 而 论 
文本 身 以 及 蕴藏 其 中 的 开创 性 观点 却 并 没有 广泛 流传 。 本 书 的 内 容 就 围 
绕 这 篇 论文 展开 。 


这 篇 论文 的 题目 看 起 来 有 些 无 趣 : 论 可 计算 数 及 其 在 判定 问题 上 的 
应 用 (On Computable Numbers, with an Application to the 
Entscheidungsproblem) 。 不 要 因为 这 个 题目 而 太 过 泪 形 ， 论 文中 包含 了 
很 多 优雅 而 强大 的 结论 和 出 色 美 妙 的 论证 。 图 灵 和 希望 通过 自己 的 论文 证 
明 当 时 一 位 顶尖 数学 家 的 观点 是 错误 的 。 为 了 实现 这 一 目标 ， 他 需要 研 
完 计 算 : 什么 是 计算 ? 我 们 该 如 何 定义 它 ? 是 否 存 在 无 法 用 计算 解决 的 
问题 ? 他 用 令 人 眼花 绷 乱 的 技巧 、 别 出 心 裁 的 创意 回答 了 这 些 问 题 。 


图 灵 仔 细 思 考 了 人 们 完成 计算 的 方法 。 他 意识 到 ， 任 何 计算 都 可 以 
拆 分 成 一 系列 简单 的 步骤 。 接 下 来 ， 他 制造 了 能 够 完成 其 中 每 一 个 步骤 
的 理论 机 器 。 这 些 机 右 就 是 我 们 现在 所 说 的 图 录 机 ， 它 们 能 够 完成 任何 
计算 .三 。 而 在 这 之 后 ， 他 指出 我 们 并 不 需要 为 每 种 不 同 算法 设计 各 目的 
专属 机 器 ， 只 需 设 计 一 个 可 以 运行 任意 算法 的 机 器 。 在 这 一 过 程 中 ， 他 
提出 了 存储 程序 (stored-program) 的 概念 ， 我 们 将 会 看 到 这 对 现代 计算 
机 的 发 展 是 至 关 重 要 的 。 最 后 ， 他 证 明了 有 一 些 特定 的 问题 超出 了 计算 
机 的 能 力 范 畴 。 


这 些 图 灵机 是 现代 计算 机 的 理论 模型 。 计 算 机 能 够 执行 的 所 有 任务 
都 能 够 由 图 灵机 进行 计算 。 因 此 ， 他 的 论文 不 只 具有 历史 价值 ， 他 告诉 
我 们 计算 机 能 完成 哪些 任务 ， 不 能 完成 哪些 任务 。 他 告诉 我 们 计算 的 限 
制 乍 看 起 来 似乎 直接 明了 ， 可 想 要 做 出 正确 回答 ， 却 超出 了 任何 一 台 计 
算 机 的 能 力 范畴 。 


这 篇 论文 中 包含 的 观点 出 现在 很 多 大 学 的 本 科 诬 程 中 ， 诬 程 名 称 通 
常 是 计算 理论 (Theory of Computation) 。 由 于 大 多 数 大 学 生 没 有 选修 
这 门 课程 ， 所 以 多 数 人 并 未 接触 过 图 灵 的 工作 。 总 体 来 说 ， 在 全 球 庞 大 
的 人 口 数 量 中 ， 只 有 很 小 一 部 分 人 知道 图 灵 论 文 的 内 容 。 这 篇 论文 不 仅 
包含 了 很 多 非凡 的 想法 ， 也 与 当代 生活 有 着 紧密 联系 ， 考 虑 到 这 些 ， 不 
能 不 说 这 种 陌生 是 一 个 遗憾 。 


广义 相对 论 与 量子 力学 都 诞生 于 20 世 纪 上 半 时 。 对 于 这 两 大 理论 ， 
大 多 数 人 脑海 中 都 有 些 概念 。 这 两 大 理论 都 建立 在 非常 复杂 的 数学 基础 
上 ， 所 以 理解 起 来 有 一 定 的 难度 。 不 过 ， 理 解 图 灵 的 论文 并 没有 这 种 压 
力 。 正 如 马 文 . 明 斯 基 (Marvin Minsky) 所 说 : “这 一 理论 的 纯粹 与 简明 
赋予 其 数学 的 美感 ， 这 种 美感 确保 其 在 计算 机 理论 中 拥有 永恒 的 地 


A 


人 位。 并 


我 们 将 从 图 灵 理 论 的 基础 开始 ， 逐 步 延伸 到 那些 惊人 的 结论 。 同 


时 ， 我 们 也 会 尽 可 能 补充 图 灵 研 究 的 背景 和 相关 信息 。 为 此 ， 我 们 将 介 
绍 一 些 图 灵 论 文 发 表 前 后 的 历史 。 


对 于 计算 ， 不 同人 可 能 有 不 同 的 见解 ， 这 些 观 点 并 无 对 错 之 分 。 不 
同 观点 背后 的 景色 过 然 不 同 。 在 本 书 中 ， 我 们 会 在 必要 的 时 候 稍 作 停 
留 ， 深 入 探讨 其 中 的 一 些 观点 。 特 别 是 普林斯顿 大 学 逻辑 学 家 阿 隆 伍 : 
邢 奇 (Alonzo Church) 的 观点 ， 它 采用 了 一 种 完全 不 同 的 方式 来 探索 计 
算 。 印 奇 和 图 灵 都 曾 为 解答 德国 数学 家 戴 维 :项 尔 伯 特 (David Hilbert) 
提出 的 问题 而 努力 研究 。 两 人 得 出 了 一 样 的 结论 : 希 尔 伯 特 做 出 的 假设 
是 错误 的 ， 不 过 氏 奇 先 于 网 灵 发 表 了 自己 的 结论 。 


看 到 抒 奇 的 论文 时 ， 疼 灵 还 在 撰写 目 己 的 论文 一 一 知道 有 人 已 经 抢 
先 一 步 得 出 与 自己 一 致 的 结论 ， 当 时 图 灵 的 心中 势必 满 是 苦涩 与 失望 。 


不 过 两 人 解决 这 一 问题 的 方式 却 很 不 同 ， 论 证 过 程 也 因此 大 相 径 
寿 。 图 灵 的 论证 要 简明 优雅 得 多 。 他 的 论文 并 非 为 了 结论 而 发 表 ， 而 是 
为 了 结论 的 证 明 过 程 而 发 表 。 


数学 家 经 常会 用 “美丽 ”来 形容 一 些 出 色 的 证 明 过 程 。 在 进行 数学 研 
完 的 时 候 ， 会 有 一 种 美学 的 指引 。 每 当 你 做 出 证 明 却 感 党 过 程 稍 显 笨 拙 
时 ， 一 定 还 有 更 好 的 论证 有 符 开 发。 匈牙利 数学 家 保罗 : 厄 多 斯 (Paul 
Erd6s) 在 谈 及 《对 经》 时 指出 ， 上 篆 在 一 本 书 中 写 就 了 所 有 最 简捷 、 
最 美妙 的 论证 。 厄 多 斯 说 过 这 样 一 句 著 名 的 话 :“ 你 不 一 定 要 信仰 上 
第 ， 但 是 你 应 该 信仰 《 壮 经 》。” 据 此 来 看 ， 图 灵 的 证 明 以 及 他 参考 的 
库 尔 特 : 哥 德尔 〈Kurt G6del) 和 格 奥 尔格 : 康 托 尔 (Georg Cantor) 的 理 
论 ， 一 定 都 能 被 收录 在 《对 经》 中 。 


本 书 主要 服务 那些 希望 了 解 这 些 想法 的 读者 。 我 们 将 从 基础 开始 ， 
徐徐 展开 整 幅 画 卷 。 读 者 只 需 具备 高 中 数学 知识 。 本 书 需 要 认真 阅读 ， 
有 些 章节 、 上 段落 需要 反复 研读 。 因 为 图 灵 讲 述 的 并 不 是 计算 领域 一 些 无 
关 紧 要 的 细 枝 术 市 ， 而 是 一 些 深层 次 的 、 并 不 直观 的 内 容 。 也 就 是 说 ， 


很 多 人 可 能 会 觉得 这 些 想法 相当 有 趣 ， 自 己 的 付出 也 是 值得 的 。 


以 下 是 本 书 中 一 些 重 要 观点 的 概述 ， 依 据 它们 在 本 书 中 的 出 现 顺序 
排列 。 


人。 


东 、 于 


本 章 将 关注 19 世 纪 下 半 叶 至 20 世 纪 初 的 数学 发 展 历 史 ， 介 绍 当时 的 
数学 基础 如 何 摇摇欲坠 ， 各 类 学 者 如 何 纷纷 试图 捍卫 数学 的 基础 。 一 位 
名 叫 戴 维 : 希 尔 伯 特 的 数学 家 在 自己 的 研究 项 目 中 阐述 了 “判定 问题 ”， 
即 寻 找 算法 来 判定 数学 中 的 某 些 一 般 陈 述 正确 与 否 。 希 尔 伯 特 确信 ， 这 
种 算法 一 定 存在 。 


这 种 观点 导致 了 一 个 问题 ， 执 行 一 个 计算 ， 到底 意味 着 什么 ? 计算 
一 直 是 数学 的 组 成 部 分 。 实 际 上 ， 几 个 世纪 以 来 ， 数 学 和 计算 本 质 上 是 
同义词 ， 然 而 现在 情况 发 生 了 转变 。 计 算 已 经 发 展 为 一 个 独立 的 研究 领 
域 。 图 灵 撰 写 论文 的 目的 ， 惑 是 证 明和 希 尔 们 特 关 于 计算 能 力 的 观点 是 错 
误 的 。 


和 和 一 


秆 一 早 


图 灵 希 望 证 明 存 在 一 些 超 出 计算 机 解决 能 力 的 问题 。 有 基体 来 说 ， 他 
想 要 找到 一 个 能 够 被 证 明 为 不 可 判定 的 判定 问题 。 本 章 的 目标 就 是 解 
释 “ 判 定 问 题 * 和 “不 可 判定 ”的 含义 以 及 它们 为 何 重 要 。 


我 们 会 讨论 三 个 著名 的 判定 问题 ， 这 三 个 问题 已 经 被 证 明 是 不 可 判 
定 的 。 我 们 还 会 分 析 不 可 判定 在 这 些 情况 中 有 何 意义 。 


全 三 一 二 


条 三 时 


图 灵 用 理论 计算 机 需 定 义 了 计算 。 我 们 将 以 有 限 目 动机 为 切入 点 研 
客 自 动机 《〈 即 理论 计算 机 器 ) 。 有 限 自 动机 比 图 灵机 简单 ， 并 且 易 于 描 
述 和 使 用 。 我 们 会 讨论 有 限 目 动机 可 以 计算 哪些 问题 ， 还 会 给 出 超越 它 
们 计算 能 力 的 例子 并 证 明 。 此 外 ， 我 们 还 会 考虑 如 何 将 这 些 自 动机 执行 
的 运算 与 波斯 特 的 对 应 问题 联系 起 来 。 


本 章 还 会 介绍 正则 表达 式 ， 证 明和 它们 与 所 说 明 的 有 限 目 动机 的 等 价 
性 。 我 们 看 到 ， 拥 有 不 止 一 种 计算 描述 方法 将 十 分 有 益 。 


第 四 草 


本 章 介 绍 了 图 灵机 。 图 灵机 看 起 来 并 不 比 有 限 上 自动 机 复杂 很 多 ， 但 
却 被 证 明 更 加 强大 。 上 一 半 中 的 超越 有 限 自 动机 计算 能 力 的 问题 ， 被 证 
明 可 以 使 用 这 些 新 机 器 解 决 。 


本 章 还 介绍 了 印 奇 一 图 灵 论 题 ， 即 任意 可 由 图 灵机 实现 的 算法 。 我 
们 还 将 看 到 ， 这 些 机 器 融 来 了 一 种 新 的 重要 现象 。 一 些 机 器 永远 不 会 售 
BA 入 全 下 全 站 人 下 


第 五 章 


除了 图 灵 的 方法 ， 还 有 几 种 研究 计算 的 不 同方 法 。 在 本 章 ， 我 们 将 
讨论 其 中 三 种 方法 。 首 先是 阿 隆 伍 : 印 奇 的 A 积分 ， 接 下 来 是 标签 系统 ， 
最 后 是 元 胞 目 动 机 。 


这 些 计算 观点 看 似 截 然 不 同 ， 但 每 种 观点 都 具有 目 身 的 优势 。》 积 


分 孕育 了 编程 语言 ， 标 签 系统 在 证 明 不 同系 统 的 等 价 性 时 非常 有 用 ; 元 
胞 自动 机 给 出 了 计算 全 过 程 的 图 形 表 示 。 之 后 ， 我 们 将 回归 图 灵 的 论 
证 。 


A 
朱 八 有 蛙 


在 之 前 儿 间 中， 我 们 一 直 用 图 形 摘 述 机 器 。 在 本 章 ， 我 们 将 展示 如 
何 使 用 有 限 数 字 序 列 描述 有 限 自 动机 和 图 灵机 ， 即 编码 (encodings) 。 
这 与 将 高 级 语言 转换 为 机 器 语言 类 似 。 编 码 导 致 了 通用 图 灵机 
CUniversal Turing machines) 概念 的 产生 一 一 一 个 能 够 输入 程序 和 数 
据 ， 并 在 数据 上 运行 程序 的 机 器 。 我 们 会 看 到 ， 现 代 计 算 机 是 通用 机 
器 。 


上 一 章 的 最 后 一 个 话题 讨论 了 在 与 机 器 描述 对 应 的 有 限 数字 序列 上 
运行 机 右 ， 即 在 机 器 自己 的 编码 上 运行 机 器 。 这 种 目 我 引用 概念 相当 重 
要 。 我 们 将 详细 分 析 并 证 明 这 个 概念 能 够 帮助 我 们 证 明 东 些 问题 是 不 可 
判定 的 。 


本 书 并 未 假设 读者 具有 相当 强 的 数学 知识 。 本 章 和 下 一 章 都 会 用 到 
矛盾 证 明 法 。 本 间 首 先 会 解释 这 种 证 明 方 法 一 一 详细 介绍 “2 不 是 有 理 
数 ” 的 经 典 证 明 。 随 后 ， 我 们 会 介绍 罗素 的 理发 师 悖 论 (Barber 


Paradox ) 。 


介绍 完 这 些 概念 后 ， 我 们 将 回归 目 动 机 的 论证 。 我 们 证 明了 一 些 有 
限 目 动机 可 以 接纳 上 自己 的 编码 ， 一 些 有 限 目 动机 则 不 能 ， 但 是 不 存在 能 
够 区 分 这 两 种 情况 的 有 限 上 自动 机 。 


之 后 ， 这 种 观点 被 拓展 到 网 灵机 : 存在 一 些 图 灵机 可 以 接纳 自己 的 
编码 ， 一 些 图 灵机 则 不 可 以 ， 但 是 不 存在 能 够 区 分 这 两 种 情况 的 图 灵 
机 。 反 过 来 ， 这 个 事实 使 我 们 可 以 证 明 某 些 判 定 问 题 是 不 可 判定 的 。 具 
体 来 说 ， 我 们 证 明了 停机 问题 (Halting Problem ) 和 接纳 问题 
(Acceptance Problem) 都 是 不 可 判定 的 。 


第 八 草 


图 灵 的 论文 题目 为 " 论 可 计算 数 及 其 在 判定 问题 上 的 应 用 ”。 我 们 已 
经 介绍 了 判定 问题 ,但 是 并 未 介绍 可 计算 数 。 本 章 ， 我 们 会 讨论 这 些 数 
字 的 含义 以 及 与 它们 相关 的 基本 结论 。 


本 章 首 先 会 介绍 康 托 尔 的 基数 〈cardinality) 概念 。 我 们 会 讨论 一 
些 基 本 的 、 令 人 惊讶 的 关于 无 限 基数 的 事实 ， 还 会 介绍 用 于 证 明 两 个 集 
合 拥有 不 同 基数 的 康 托 尔 对 角 论 证 法 和 一 般 论 证 法 。 然 后 ， 我 们 会 再 次 
回归 图 灵 的 论文 。 我 们 还 会 解释 有 效 可 枚 举 (effectively enumerable) 的 
含义 。 最 后 ， 我 们 会 解释 图 灵 证 明 可 计算 数 并 不 是 有 效 可 枚 举 的 过 程 。 


第 九 章 


最 后 一 章 将 介绍 在 图 灵 发 表 论 文 后 的 几 年 时 间 里 ， 他 本 人 和 计算 机 
发 生 了 什么 变化 。 


图 灵 来 到 普林斯顿 大 学 ， 在 印 奇 的 指导 下 拿 到 了 自己 的 博士 学 位 。 
他 在 这 里 结识 了 约 畏 : 冯 : 诺 依 曼 (John von Neumann) 。 随 后 ， 图 灵 返 
回 英 国 ， 并 在 第 二 次 世界 大 战 期 间 研究 密码 破译 。 


讲述 完 这 些 故 事后 ， 我 们 会 简要 地 介绍 在 这 40 年 间 ， 现 代 计 算 机 是 


如 何 从 无 到 有 的 。 我 们 将 看 到 从 复杂 计算 器 到 通用 计算 机 ， 再 到 存储 程 
序 的 通用 计算 的 及 展 历程 。 具 体 来 说 ， 我 们 会 提 及 图 灵 论 文中 明生 出 的 
存储 程序 概念 。 


1950 年 ， 图 灵 发 表 了 一 篇 论文 ， 描 述 现在 所 谓 的 图 灵机 。 我 们 将 会 
简要 介绍 图 灵机 及 这 个 概念 的 后 续 发 展 。 


本 章 结 尾部 分 将 谈 及 杰克 :科普 兰 (Jack Copeland) 对 图 灵 之 死 的 研 
究 ， 以 及 事实 真相 一 一 或 许 图 灵 之 死 源 于 事故 ， 而 非 谋 杀 。 


最 后 ， 我 们 会 谈 到 戈 登 .布朗 (Gordon ”Brown) 代表 英国 政府 发 表 
的 道歉 艾 章 。 


1. 图 灵 并 未 用 自己 的 名 字 命 名 这 些 机 器 。 他 称 它 们 为 机 器 (machine 〉， 代 表 自 动机 
器 。 阿 隆 伍 : 印 奇 第 一 个 称 它们 为 图 灵机 ， 这 一 说 法 一 直流 传 到 现在 。 


2. 这 段 话 出 现在 明 斯 基 的 《计算 : 有 限 和 无 限 机 器 》 的 前 言 中 。 


za 二 尼 忆 . 


守 里 百 孙 


正确 地 审视 数学 ， 你 会 发 现 它 拥有 的 不 仅 是 真理 ， 更 是 一 种 至 
高 无 上 的 美丽 ， 这 是 一 种 像 雕 刻 作 品 般 冷 峻 而 朴素 的 美 。 数 学 之 美 
并 未 沾染 人 类 的 气息 ， 也 没有 绘画 或 音乐 般 华 丽 。 它 极度 纯净 ， 极 
致 完美 ， 这 种 完美 只 有 最 伟大 的 艺术 才能 展现 。 


一 一 伯 特 兰 。 罗 素 (Bertrand Russe11) (3 


1935 年 ，22 岁 的 艾 伦 :图 灵 当 选 剑桥 大 学 国王 学 院 研 究 员 。 那 时 的 
他 刚刚 完成 了 数学 专业 的 本 科 课 程 。 年 轻 的 图 灵 聪 惹 而 又 野心 勃勃 ， 读 
本 科 的 时 候 就 完成 了 中 心 极限 定理 (Central Limit Theorem) 的 证 明 。 
这 个 定理 可 能 是 统计 学 中 最 基础 的 定理 ， 它 说 明了 正 态 分 布 的 普遍 性 并 
解释 了 其 多 样 性 。 虽 然 图 灵 完 成 了 证 明 ， 但 他 很 快 发 现 自己 并 不 是 第 一 
个 完成 了 这 个 任务 的 人 。 


早 在 10 年 之 前 ， 亚 尔 : 瓦 尔 德 马 : 林 德 伯 格 (Jarl Waldemar 
Lindeberg) 就 发 表 了 对 这 一 定理 的 证 明 。 虽 然 图 灵 的 证 明 并 非 首 创 ， 但 
却 展 现 出 了 他 过 人 的 天 分 和 非凡 的 潜力 。 这 足以 让 他 被 剑桥 选中 ， 获 得 
研究 员 的 职位 : 这 份 工作 为 他 赢得 了 奖金 和 三 年 食 宿 补助 ， 他 唯一 要 做 
的 就 是 把 精力 投入 数学 研究 之 中 。 现 在 ， 图 灵 必 须要 证 明 目 己 。 要 想 做 
到 这 一 点 ， 他 得 完成 一 些 真 正 具有 独创 性 的 事情 。 还 有 什么 比 解决 一 个 
世界 顶级 数学 家 提出 的 猜想 ， 并 证 明 他 是 错误 的 更 令 人 心动 ? 这 正 是 图 
灵 想 要 做 的 ， 他 将 解决 希 尔 伯 特 的 判定 问题 。 


在 介绍 图 灵 的 工作 之 前 ， 我 们 有 必要 了 解 希 尔 伯 特 提出 这 一 问题 的 
原因 。 这 还 要 退 溯 到 19 世 纪 下 半 叶 至 20 世 纪 上 半 叶 数学 领域 的 发 展 。 我 
将 用 较 多 的 笔墨 介绍 数学 逻辑 的 兴起 、 人 们 为 追求 数学 公理 化 所 做 的 努 


力 以 及 算法 扮演 的 角色 与 作用 。 


数学 的 确定 性 


数学 通常 被 视 作 “确定 ”的 代名词 。 如 果 数 学 真理 不 是 确定 的 ， 叉 有 
什么 事情 存在 定数 ? 纵 观 数 学 史 ， 由 于 根基 不 牢靠 而 导致 整个 结构 月 演 
的 案例 并 不 少见 。 人 类 第 一 次 感觉 到 数学 的 非 确 定性 要 退 济 到 公元 前 5 
世纪 。 据 传 ， 这 种 非 确定 性 的 发 现 也 导致 希 由 索 斯 〈Hippasus) 因为 上 自 
己 证 明 的 定理 而 惨遭 谋杀 。 如 今 希 帕 索 斯 的 证 明 原 稿 早已 不 知 所 踪 ， 不 
过 这 段 论 证 很 可 能 也 会 归 入 最 美丽 的 数学 论证 之 列 〈 我 们 将 在 稍 后 看 到 
完整 的 证 明 ) 。 


古 布 腊 数 字 系 统 由 两 部 分 组 成 一 一 完整 数 以 及 完整 数 的 比率 ， 也 就 
古 我 们 现在 各 说 的 整数 和 有 理 数 。 硕 由 索 斯 首先 假定 了 一 个 戌 和 高 都 古 
1 的 直角 三 角形 ， 接 下 来 他 发 现 这 个 三 角形 的 斜 边 长 度 并 不 是 有 理 数 。 
现在 看 来 ， 这 完全 不 是 问题 。 因 为 除了 有 理 数 ， 我 们 还 有 像 +、e 这 样 的 
无 理 数 。 我 们 明白 希 由 索 斯 论证 中 的 斜 边 长 度 ， 实 际 上 就 是 2 这 个 无 理 
数 。 然 而 对 于 古 希 腊 人 来 说 ， 这 无 疑 是 个 大 问题 一 一 他 们 的 数字 系统 中 
只 存在 有 理 数 。 对 他 们 来 次 ， 希 由 索 斯 论证 中 那 条 斜 边 的 长 度 无 法 由 他 
们 的 数字 表示 ， 这 也 意味 着 还 有 更 多 的 长 度 不 是 数字 ! 


希 则 索 斯 是 毕 达 哥 拉 斯 学 派 的 成 员 ， 这 个 神秘 的 学 派 相 信 ， 数 字 能 
够 表示 所 有 事物 的 本 质 。 由 学 派 成 员 证 明 出 数字 无 法 表示 所 有 长 上 度 ， 这 
无 异 于 晴天 忌 雳 ， 令 人 心神 不 安 一 一 这 一 论断 直接 振动 了 他 们 最 基础 的 
言 念 。 据 说 当 希 由 索 斯 将 自己 的 证 明 展 示 给 其 他 毕 达 哥 拉 斯 派 成 员 时 ， 
愤怒 的 同伴 用 沉重 的 链条 缠 住 他 的 喘 体 ， 将 他 溺 纤 在 湖 中 央 。 这 个 故事 
的 真实 性 难以 考证 ， 但 无 法 测量 的 长 度 这 一 发 现 无 疑 引 发 了 数学 史上 第 
一 场地 震 般 的 剧变 。 


数字 和 长 度 都 是 基本 的 实体 ， 你 能 够 国 出 底 和 高 都 是 1 的 直角 三 角 
形 ， 意 味 着 它 的 斜 边 是 真实 存在 的 。 这 条 和 斜 边 拥有 自己 的 长 度 ， 但 对 于 
古 硕 腊 人 来 次 这 却 非常 怪异 ， 因 为 他 们 无 法 给 这 个 长 度 分 配 一 个 数字 。 
这 类 论证 使 证 希腊 人 认为 ， 长 度 才 是 更 基础 的 实体 。 这 样 看 来 ， 数 字 确 
实 让 人 有 些 不 安 一 一 它 缺 少 绝 对 的 确定 性 。 数 字 理 论 曾经 被 视 作 数学 中 
最 基本 、 最 确定 的 概念 ， 在 经 历 了 这 场 风 云 突变 后 ， 儿 何 学 很 快 取 而 代 
a 


从 那 以 后 直到 现在 ， 几 何 学 都 是 数学 教学 重要 的 组 成 部 分 。 这 主要 
归功 于 一 个 人 和 一 本 书 一 一 欧 儿 里 得 〈Euclid) 及 其 所 车 的 《几何 原 
本 》 (Elements) 。《 几 何 原 本 》 是 欧 几 里 德 编撰 的 收录 了 已 知 数学 知 
识 的 百科 全 书 ， 也 是 一 本 教科 书 。 目 2 ”000 多 年 前 写 就 以 来 ， 这 些 文字 
一 直 备 受 奶 摊 ， 不 断 吸 引 着 研究 者 的 目光 ， 在 拜 占 寿 和 阿拉 们 数学 家 中 
广 为 流 传 。1482 年 ，《 几 何 原 本 》 首 次 印刷 出 版 ， 并 在 之 后 不 断 再 版 。 


欧 几 里 德 从 一 系列 公理 、 假 设 入 手 , 三 ， 逐 渐 延 展 、 推 理 出 更 多 新 的 
结论 。 每 一 个 新 定理 都 能 够 通过 公理 以 及 之 前 的 推论 得 出 。 


这 种 公理 化 的 方法 给 人 们 带 来 了 一 种 数学 具有 确定 性 的 印象 。 如 宋 
我 们 知道 自己 使 用 的 最 初级 的 公理 是 正确 的 ， 就 会 知道 自己 的 逻辑 推理 
是 有 效 的 ， 这 样 也 就 能 够 肯定 通过 推理 得 出 的 结论 。 然 而 问题 在 于 我 们 
很 容易 做 出 一 些 无 根据 的 假设 一 一 这 些 假设 可 能 显而易见 ， 甚 至 可 能 是 
正确 的 ， 但 是 却 不 能 由 最 初 的 几 条 公理 推导 而 出 。 当 这 些 无 根据 的 假设 
被 加 入 证 明 过 程 时 ， 逻 辑 的 有 效 性 硕 刻 土 朋 瓦解 ， 数 学 的 必然 性 也 惑 此 
i 


在 19 世 纪 ， 有 人 意识 到 欧 几 里 德 做 出 的 很 多 假设 并 非 基于 目 己 的 推 
导 。 因 此 ， 他 的 几何 学 著作 需要 重新 修订 。 欧 几 里 德 在 证 明 过 程 中 使 用 
的 一 些 无 法 从 公理 中 推断 出 的 陈述 ， 必 须 添加 到 他 的 公理 列表 之 中 。 整 
个 几何 学 的 框架 都 需要 重新 扩展 、 更 新 。 


戴 维 : 希 尔 伯 特 提出 了 新 的 挑战 。1899 年 ， 他 发 表 了 学 术 著 作 《 几 
何 基 础 》 (Grundlagen der Geometrie) ， 在 书 中 列 出 了 一 个 更 新 、 更 长 
也 更 完整 的 公理 列表 。 项 尔 伯 特 十 分 审慎 ,希望 确保 没有 根据 的 假设 不 
会 混入 证 明 过 程 。 为 了 实现 这 一 目标 ， 他 对 公理 的 定义 与 欧 儿 里 德 的 定 
义 有 着 非常 大 的 差异 。 


在 欧 几 里 德 看 来 ， 像 “两 点 确定 一 条 直线 "这样 的 公理 是 不 证 上 自明 
的 .。“ 上 点? 和”* 线 ?和 都 有 目 身 的 含义 。 硕 尔 伯 特 的 方法 却 不 同 ， 他 意识 到 任 
何 公 理 和 定义 系统 都 应 该 始 于 茶 个 起 点 ， 这 些 最 初 的 陈述 中 势必 会 包含 
此 前 从 未 被 定义 过 的 术语 。 


对 而 尔 伯 特 来 说 ， 公 理 是 能 够 用 来 证 明 其 他 观点 的 陈述 ， 但 公理 并 
不 能 被 视 作 不 证 自明 的 真理 。 欧 几 里 德 的 公理 “两 点 确定 一 条 直线 ”中 包 
含 了 “点 ”和 " 线 " 这 两 个 没有 被 定义 过 的 概念 ， 因 此 这 两 个 字 不 应 该 具有 
任何 意义 。 公 理会 定义 这 些 未 定义 概念 之 间 的 关系 。 正 如 和 希 尔 伯 特 指出 
的 ， 由 于 这 些 术 语 并 没有 任何 意义 ， 因 此 理论 上 你 可 以 选用 任何 一 个 词 
来 蔡 换 “点 ”和 "“ 线 "。 据 说 ， 他 曾 将 公理 中 的 “点 ”“ 线 “ 面 ?等 字眼 ， 
换 作 “ 昌 于”“ 椅 子 ”"“ 几 杯 啤酒 ”。 


伯 特 兰 :罗素 曾经 鼎 为 风趣 地 对 此 做 出 总 结 :“ 数 学 可 能 就 是 这 样 一 
个 学 科 ， 我 们 可 能 永远 不 知道 自己 在 谈论 什么 ， 或 者 无 法 判断 目 己 说 的 
是 对 还 是 错 。” 三 我 们 当然 希望 “点 ”"“ 线 ”这样 的 术语 指 代 的 是 我 们 平 
时 谈论 的 点 和 线 ， 但 是 硕 尔 伯 特 认为 任何 涉及 这 些 术 语 的 证 明 ， 都 只 应 
通过 公理 推导 而 出 ， 不 该 源 于 我 们 对 这 些 文字 的 直观 理解 。 


硕 尔 伯 特 在 几何 学 方面 的 成 功 目 然而 然 地 带 来 了 一 个 问题 : 公理 化 
方法 是 否 能 够 应 用 到 整个 数学 学 科 ? 是 否 能 够 找 出 一 组 公理 ， 构 建 出 数 
学 学 科 的 全 部 ?包括 希 尔 伯 特 和 罗 系 在 内 的 一 些 数学 家 认为 这 种 公理 化 
方法 是 可 行 的 。 但 是 ， 在 讨论 罗素 、 希 尔 伯 特 和 其 他 人 的 研究 前 ， 我 们 
还 需要 了 解 一 下 数学 逻辑 的 发 展 。 


布尔 逻辑 


逻辑 一 直 是 数学 的 组 成 部 分 。 实 际 上 ，《 几 何 原 本 》 之 所 以 如 此 有 
影响 力 《〈 特 别 是 在 教育 领域 ) ， 欧 几 里 得 在 写作 时 使 用 的 方法 功 不 可 
没 。 这 本 书 不 只 是 数学 结论 的 罗列 ， 更 重要 的 是 它 同 我 们 展示 了 如 何 从 
更 简单 的 结论 中 得 到 这 些 结 论 。 它 不 仅 教 你 数学 ， 还 教 你 如 何 使 用 逻辑 
论证 。 为 了 真正 受到 教育 ， 你 必须 熟悉 这 些 论证 。 亚 伯 拉 罕 : 林 肯 
(Abraham Lincoln〉 曾 经 写 道 ;“ 最 后 我 说 ， 林 肯 ， 如 果 你 不 理解 证 明 
意味 着 什么 ， 你 永远 当 不 了 律师 ; 我 放下 自己 在 斯 普 林 菲 尔 德 的 工作 ， 
回 到 父亲 家 ， 竺 在 那里 ， 直 到 我 只 看 一 眼 就 能 给 出 欧 几 里 得 6 本 书 中 任 
意 命题 的 证 明 。 那 之 后 ， 我 发 现 了 证 明 意 味 着 什么 ， 于 是 继续 我 的 法 律 
DT Ey 


逻辑 一 直 用 于 数学 论证 ，19 世 纪 时 成 为 数学 研究 的 一 个 独立 领域 。 
乔治 :布尔 《George Boole) 最早 提 出 了 这 个 方法 ， 意 识 到 代数 可 以 应 用 
到 逻辑 中 。 使 用 “与 "、“ 或 、“ 非 ”等 连接 符 陈述 的 菜 些 逻辑 推论 可 以 简 
化 为 对 符号 的 代数 运算 。 


1847 年 ， 布 尔 首 次 发 表 了 自己 的 结论 ， 他 将 这 些 结论 继续 雕琢 ， 最 
终 写 入 了 自己 的 著作 《思维 规律 的 研究 ， 构 成 逻辑 和 概率 的 数学 原理 》 
(An Investigation of the Laws of Thought: on Which are Founded the 
Mathematical Theories of Logic and Probabilities) ， 直 到 1854 年 才 发 表 。 


其 他 数学 家 将 布尔 的 结论 发 展 壮大 ， 形 成 了 如 今 人 们 所 知 的 布尔 代 
数 。 这 种 代数 对 我 们 相当 重要 ， 因 为 它 既 是 数学 逻辑 的 开端 ， 也 是 计算 
机 设计 的 基础 (在 注释 中 ， 我 们 给 出 了 一 个 使 用 布尔 代数 的 例子 ， 证 
明 “ 今 天 是 星期 六 或 今天 下 雨 了 ”不 正确 ， 等 价 于 “今天 不 是 星期 六 并 且 
今天 没 下 十 ?是 正确 的 三 ) 。 


数学 逻辑 


布尔 代数 只 能 处 理 现 在 所 谓 的 命题 逻辑 或 零 阶 馆 辑 ， 并 不 包括 “全 
部 ”或 “部 分 ”这 类 量词 。 像 “一 些 正 整数 是 质数 "、“ 所 有 的 整数 都 是 有 理 
数 ” 这 样 的 陈述 ， 布 尔 代数 无 法 处 理 。 


下 一 步 就 是 扩展 布尔 代数 来 包含 量词 并 最 终 将 数学 所 需 逻 辑 完 全 转 
换 为 代数 形式 ， 即 所 有 逻辑 论证 都 可 以 用 符号 化 操作 表示 。 美 国 的 查 尔 
斯 : 桑 德 斯 :皮尔 士 (Charles Sanders Peirce〉 和 德国 的 戈 特 洛 布 : 弗 雷 格 
(Gottlob Frege) 分 别 独立 完成 了 这 项 工作 。 弗 雷 格 首先 发 表 了 关于 量 
词 的 结论 ， 但 是 皮尔 士 的 研究 对 数学 逻辑 的 后 续 发 展 起 到 了 更 为 重要 的 
作用 。 部 分 原因 是 皮尔 士 采 用 了 更 高 级 的 标记 ， 主 要 原因 则 是 另 一 位 德 
国 数学 家 恩 斯 特 : 施 罗 德 (Ernst Schr6der) 的 研究 ， 他 撰写 了 一 本 关于 
数学 逻辑 的 教科 书 ， 这 本 书 影响 深远 ， 解 释 并 拓展 了 布尔 和 皮尔 士 的 研 


分 !); 主 】} 


九 。 


一 旦 证 明 逻 辑 具备 数学 结构 ， 束 会 叶 人 致 一 个 问题 ， 是否 可 以 制造 机 
融 来 进行 逻辑 计算 ? 在 继续 对 数学 基础 的 讨论 前 ， 我 们 将 谈 一 些 题 外 
话 ， 介 绍 一 些 制造 机 器 的 人 。 


了 馆 辑 机 器 


瑞 国 经 济 学 家 、 逻 辑 学 家 威廉 :斯 坦 利 : 杰 文 斯 (William Stanley 
Jevons) 是 最 早 意 识 到 机 器 可 以 处 理 布尔 逻辑 的 学 者 之 一 。 他 设计 出 逻 
辑 钢 全 〈Logic Piano) 来 计算 小 真 值 表 。 逻 辑 钢 欧 像 钢 芍 一 样 有 键盘 ， 
用 于 输入 初始 假设 。 它 于 1869 年 制 成 ，1870 年 在 英国 星 家 学 会 展览 。 三 
逻辑 钢琴 并 不 是 很 实用 ， 因 为 它 只 能 处 理 容易 由 人 工 完 成 的 简单 问题 ， 
但 是 它 却 证 明了 机 器 可 以 处 理 逻 辑 。 


1882 年 ， 皮 和 尔 士 的 学 生 艾 伦 : 马 昆 德 (Allan Marquand) 在 普林斯顿 
大 学 教授 逻辑 和 拉丁 语 时 ， 设 计 了 自己 的 逻辑 机 器 。 这 台 机 器 类 似 杰 文 
斯 的 机 堪 ， 能 够 完成 的 任务 相当 有 限 。 皮 和 尔 士 致 信 马 昆 德 ， 建 议 使 用 电 
机 机 械 制 造 更 高 级 的 机 器 。 但 是 ， 当 时 的 普林斯顿 大 学 校长 认为 皮尔 士 
研究 逻辑 的 数学 方法 是 “ 异 教徒 的 、 非 加 尔 文 主义 的 ”>， 因 此 马 昆 德 应 该 
停止 教授 逻辑 ， 改 为 教授 艺术 史 。 马 昆 德 成 为 一 位 成 功 的 艺术 史 专 家 ， 
但 是 他 在 逻辑 学 方面 的 研究 就 此 止步 。 


大 约 在 同一 时 期 ， 皮 尔 士 迎 亡 了 上 自己 的 第 二 任 妻 子 ， 人 们 发 现 皮 尔 
十 夫妇 在 婚前 已 经 开始 同居 。 绯 闻 终 结 了 他 的 学 术 生 涯 。 他 被 约翰 和 霍 
普 金 斯 大 学 解聘 ， 没 有 大 学 愿意 雇用 他 。 对 于 一 个 被 多 素 营 为 “19 世纪 
晚期 最 具 独 创 性 思想 ， 当 之 无 愧 的 最 伟大 的 美国 思想 家 ”的 学 者 而 言 ， 
这 不 能 不 说 是 一 个 莫 惨 的 结局 。 


保卫 数学 基础 


弗 雷 格 的 研究 引起 了 罗素 的 兴趣 。 罗 素 对 弗 雷 格 如 何 发 展 逻 辑 并 不 
企 意 ， 而 是 对 他 将 逻辑 与 数学 联系 在 一 起 的 观点 感 兴 趣 。 弗 雷 格 是 “多 
辑 主义 ”〈 逻 辑 构成 了 数学 的 基础 ) 这 个 概念 的 发 起 人 之 一 。 根 据 这 个 
概念 ， 人 们 首先 发 展 出 了 逻辑， 随后 由 馆 辑 构建 了 数学 。 一 切 都 是 根据 
准确 规则 建立 的 。 弗 雷 格 投入 多 年 时 间 发 展 这 个 理论 ， 但 不 季 的 是 ， 在 
即将 发 表 第 二 欠 研 究 的 内 容 前 一 一 他 在 里 面 详细 阐释 了 这 个 理论 ， 他 接 
到 一 封 来 目 罗 素 的 信 ， 信 中 指出 这 个 理论 存在 一 个 基本 缺陷 。 弗 雷 格 从 
集合 出 及 ， 发 展 了 目 己 的 理论 ， 他 将 集合 视 作 聚 集 。 他 并 未 意识 到 ， 这 
种 看 似 简单 的 想法 可 能 会 导致 问题 。 


罗素 认为 ， 集 合 应 该 被 更 认真 地 定义 。 弗 雷 格 的 构想 让 我 们 能 够 考 
虚 所 有 可 能 集合 的 集合 一 一 最 大 可 能 集合 ， 这 产生 了 屠 论 。 罗 系 联 系 弗 
雷 格 ， 解 释 了 这 个 问题 。 弗 雷 格 匆忙 为 自己 的 作品 增加 了 附录 :“ 书 稳 


完成 后 ， 目 己 研 究 的 一 个 基础 和 被动 播 ， 或 许 很 难 有 比 这 更 不 壮 的 事情 降 
临 在 一 个 科学 作者 身上 。 这 就 是 我 在 收 到 伯 兰 特 : 罗 系 移 生 的 信 后 面临 
的 问题 ， 当 时 这 一 卷 的 印刷 工作 即将 完成 。” 但 是 ， 尽 管 罗素 实际 上 级 
倒 了 弗 雷 格 的 研究 ， 他 依旧 认为 弗 雷 格 的 方法 是 正确 的 。 弗 雷 格 的 研究 
可 以 重新 来 做 。 


这 是 他 在 自己 最 重要 的 数学 研究 一 一 与 阿尔 弗 雷 德 . 诡 斯 :怀特 海 
(Alfred North Whitehead) 合 著 的 《数学 原理 》 (Principia 
Mathematica) 中 所 做 的 事情 。 与 弗 雷 格 的 方法 一 样 ， 他 们 以 逻辑 为 起 
点 ， 从 逻辑 来 到 了 算术 。 但 是 ， 进 展 相 当 绥 慢 。 在 完成 三 卷 著 作 后 (分 
别 于 1910 年 、1912 年 和 1913 年 发 表 ) ， 他 们 只 研究 到 实数 。 为 了 确保 没 
有 涉及 无 根据 的 假设 ， 直 到 第 362 页 〈 第 一 卷 的 中 段 ) 才 有 这 样 的 陈 
述 : “从 这 个 命题 开始 ， 直 到 算术 加 法 被 定义 ， 才 有 1 + 1 = 2。” 这 一 卷 
并 未 定义 算术 加 法 ， 它 出 现在 第 二 卷 。 


读者 也 惊讶 于 这 项 研究 的 时 间 路 上 度 。 他 们 已 经 撰写 了 三 卷 ， 并 且 远 
未 接近 终点 。 下 一 卷 或 许 会 大 于 几何 学 ， 但 是 多 聂 和 怀特 海 看 到 了 巨大 
的 工程 量 ， 决 定 放弃 这 个 项 目 。 


这 是 一 项 洋洋 酒 酒 近 2 ” 000 页 的 研究 。 有 些 页 只 有 符号 ， 但 也 附 上 
了 翔实 的 描述 来 介绍 使 用 这 些 符号 在 做 什么 及 原因 一 -罗素 是 一 位 杰出 
的 作者 。 尽 管 这 个 项 目 并 未 完成 ， 已 经 出 版 的 研究 成 果 仍 然 影响 深远 ， 
且 影 响 范 围 不 局 限于 数学 界 。 它 清晰 的 文字 表达 吸引 了 更 加 广泛 的 读 
者 。T:S: 艾 略 特 〈《T.S. Eliot) 对 这 一 著作 颇 为 赞赏 ， 评 论 道 : “逻辑 学 
家 必须 利用 好 英语 ， 使 这 种 语言 令 读者 容易 准确 清晰 地 思考 。 或 许 ， 
《数学 原理 》 对 语言 的 贡献 要 超过 它 对 数学 的 贡献 。” 三 


铅 尔 但 特 的 方法 


除了 数学 逻辑 ，19 世 纪 还 见证 了 非 欧 几何 的 诞生 。 除 了 关于 平行 线 
的 公理 ， 其 他 几何 结构 都 是 使 用 欧 几 里 得 几何 构建 的 。 不 同 公理 在 这 些 
儿 何 结构 中 得 到 证 明 ， 这 些 几何 结构 与 对 应 的 欧 几 里 得 几何 结构 大 不 相 
同 。 有 人 对 这 些 公 理 系统 最 终 会 导致 怪 论 持 怀 疑 态 有 度 。 给 定 一 组 连续 的 
公理 ， 我 们 能 舍 确 定 无 法 证 明 一 个 陈述 正确 与 否 ? 非 欧 几 何 公 理 古 否 会 
导致 怪 论 ? 我 们 能 舍 确 定 欧 几 里 得 几何 不 包含 矛盾 ? 为 了 尝试 回答 类 似 
的 问题 ， 数 学 中 一 个 领域 的 模型 需要 在 为 一 个 领域 中 得 出 。 


希 尔 伯 特 证 明 ， 如 果 算 术 是 连续 的 ， 那 么 欧 儿 里 得 几何 也 是 连续 
的 。 有 学 者 证 明 ， 如 末 欧 几 里 得 儿 何 是 连续 的 ， 那 么 非 欧 几何 也 是 连续 
的 。 这 些 相 关 的 连续 性 证 明令 人 欣慰 ， 但 是 人 们 意识 到 ， 连 续 性 证 明 不 
应 假设 男 一 个 领域 是 连续 的 。 我 们 需要 从 一 个 能 够 被 证 明 为 连续 的 领域 
开始 。 因 此 ， 硕 尔 们 特 列 出 了 他 认为 数学 的 公理 基础 应 该 具备 的 基本 性 
质 。 


第 一 个 性 质 是 公理 应 该 是 连续 的 。 公 理 不 应 该 导致 悖 论 一 一 没有 论 
述 可 以 被 证 明 是 既 对 又 错 的 。 除 此 以 外 ， 应 该 能 够 证 明 这 些 公 理 是 连续 
的 。 证 明 不 应 该 涉及 无 法 通过 这 些 公理 证 明 的 概念 。 它 应 该 能 够 由 这 些 
公理 证 明 得 到 一 一 从 系统 内 得 到 。 


第 二 个 性 质 是 公理 应 该 是 完整 的 。 数 学 中 的 每 个 论述 应 该 能 够 通过 
公理 证 明 或 反 证 。 


“数学 应 该 建立 在 一 个 完整 、 连 续 的 公理 系统 上 ， 并 且 在 系统 内 进 
行 一 致 性 证 明 ” 的 想法 ， 就 是 后 来 所 谓 的 希 尔 伯 特 计 划 (Hilbert’s 
Program) 。1920 年 ， 希 尔 伯 特 提出 了 最 初 的 计划 。1928 年 ， 他 增加 了 
判定 问题 。 他 认为 应 该 存在 一 个 决策 程序 ， 能 够 告诉 我 们 一 个 论述 能 人 否 
通过 这 些 公 理 证 明 。 希 尔 伯 特 所 指 的 决策 程序 是 一 种 清晰 的 计算 过 程 ， 
也 就 是 我 们 现在 所 说 的 算法 。" 三 他 认为 ， 向 这 个 过 程 输入 公理 和 可 能 结 
论 ， 它 应 该 告诉 我 们 这 个 可 能 结论 是 否 可 以 通过 这 些 公 理 证 明 。 希 尔 伯 


特 确 信 ， 这 样 的 算法 一 定 存 在 。 判 定 问题 就 是 寻找 算法 的 问题 。 


尽管 硕 尔 伯 特 喜欢 用 这 种 有 序 、 机 械 的 方法 研究 数学 ， 其 他 人 并 不 
是 这 样 。 英 国 数学 家 G.H. 哈 代 《〈G. H. Hardy) 确信 和 希 尔 伯 特 是 错误 的 。 
1928 年 ， 他 在 谈 到 判定 问题 时 指出 : “当然 不 存在 这 样 的 公理 ， 我 们 应 
该 感到 庆幸 ， 因 为 如 末 我 们 找到 了 一 套 机 械 的 规则 ， 为 所 有 数学 问题 提 
供 解决 方案 ， 那 么 数学 家 的 活动 就 将 结束 。”= 


硕 尔 伯 特 并 不 赞同 哈代 的 意见 。 他 坚信 这 种 算法 是 存在 的 ， 坚 信 数 
学 中 的 所 有 问题 都 可 以 被 解决 ， 坚 信 在 所 有 情况 下 都 存在 能 够 给 出 解决 
方案 的 算法 。 他 曾经 这 样 说 道 : “我 们 必须 知晓 。 我 们 将 会 知晓 。” 他 辞 
世 后 ， 这 两 句 话 成 为 他 的 至 志 铭 。 他 确信 这 个 计划 可 以 构建 一 个 安全 的 
框架 ， 数 学 的 所 有 方面 都 可 以 建立 在 这 个 框架 下 。 


然而 ， 事 与 愿 违 。 在 他 去 世 之 前 ， 他 的 计划 束 被 证 明 古 无 法 达成 
的 。 首 先 有 了 哥 德 尔 的 结论 ， 随 后 是 印 奇 和 图 灵 的 结论 。 


1931 年 ， 奥 地 利多 辑 学 家 库 尔 特 : 哥 德尔 发 表 了 一 篇 题 为 " 论 《 数 学 
原理 》 及 相关 体系 中 的 形式 上 不 可 判定 命题 ”(On Formally Undecidable 
Propositions of“Principia Mathematica”and Related Systems) 的 论文 。 在 
这 篇 论文 中 ， 他 讨论 了 公理 系统 ， 这 些 系统 足够 强大 ， 可 以 证 明 关 于 数 
字 的 结论 一 一 罗素 和 怀特 海 的 《数学 原理 》 就 是 这 种 系统 的 稚 形 。 哥 德 
尔 证 明了 如 果 这 些 公 理 是 连续 的 ， 那 么 它们 就 不 是 完整 的 。 存 在 这 些 公 
理 无 法 证 明 或 反 证 的 论述 。 他 同样 证 明了 无 法 在 这 个 系统 内 证 明 公 理 的 
连续 性 。 


哥 德 尔 彻底 摧毁 了 希 尔 伯 特 在 1920 年 创立 的 项 目 。 但 是 ， 判 定 问题 


仍然 悬而未决 。 


图 灵 的 结论 


在 同一 时 期 ， 图 灵 开 始 了 在 剑桥 的 研究 生涯 。1935 年 春天 ， 他 参加 
了 马克 斯 :纽曼 (Max Newman) 的 数学 基础 课程 。 在 课堂 上 ， 纽 曼 对 哥 
德尔 的 结论 进行 了 解释 ， 图 灵 也 了 解 到 了 判定 问题 。 他 下 定 雇 心 证 明和 希 
尔 伯 特 是 错误 的 。 希 尔 伯 特 淘 望 构建 通用 算法 。 他 的 命题 中 内 咀 了 隐 性 
的 假设 一 一 这 种 算法 是 真正 存在 的 ， 而 图 灵 的 计划 则 是 证 明 这 一 假设 本 
吴 就 是 伪 命 题 。 他 罗列 了 一 些 远 远 超 出 算法 能 力 范 畴 的 问题 。 他 做 出 的 
证 明 也 支持 了 哈代 的 观点 没有 哪些 规则 能 够 给 全 部 的 数学 问题 带 来 
解决 方案 ， 因 此 数学 家 的 研究 是 永远 不 会 结束 的 。 


希 尔 伯 特 并 没有 正式 定义 过 所 谓 的 决策 过 程 。 因 为 在 他 看 来 这 可 能 
并 无 必要 。 纵 观 历史 ， 人 们 脑海 中 的 数学 等 同 于 计算 一 一 数学 这 一 术语 
也 出 现在 天 文学 和 占星 学 中 ， 用 于 计算 恒星 、 行 星 的 位 置 。 三 到 19 志 
纪 ， 论 证 过 程 基本 仍 存在 于 计算 范畴 。 大 多 数 数学 家 或 参与 到 算法 开发 
研究 中 ， 或 使 用 明确 的 算法 一 一 对 算法 的 使 用 是 做 数学 这 门 学 问 必 不 可 
少 的 部 分 。 然 而 ， 像 希 尔 伯 特 的 判定 问题 这 样 的 难题 却 让 一 些 数学 家 和 
逻辑 学 家 不 禁 要 问 : 计算 究竟 是 什么 ? 算法 的 定义 又 是 什么 ? 


如 果 图 灵 想 要 证 明 茶 些 特定 的 算法 并 不 存在 ， 那 么 他 就 必须 回答 这 
些 问 题 。 包 括 人 逻辑 学 家 哥 德 尔 、 阿 隆 佐 : 印 奇 在 内 的 大 师 们 都 给 出 了 自 
己 的 答案 ,但 是 图 灵 的 解答 却 别 具 一 格 ， 他 选择 用 设计 理论 计算 机 器 的 
方式 定义 算法 。 稍 后 我 们 将 看 到 各 种 完成 计算 的 方式 ， 但 我 认为 ， 图 灵 
采用 的 方法 是 最 优雅 、 最 简洁 的 。 


在 定义 基本 术语 后 ， 图 灵 论 证 过 程 的 第 二 步 是 把 自己 的 理论 机 器 转 
化 成 一 串 串 数 字 。 也 就 是 将 一 些 由 高 级 编程 语言 编写 的 程序 转化 成 一 系 


列 二 进 制 数字 串 、 机 器 代码 ， 让 真正 的 计算 机 能 够 处 理 。 


众所周知 ， 今 天 的 计算 机 使 用 二 进 制 字符 串 ， 我 们 通过 普通 的 语言 
与 它们 交互 。 很 显然 ， 肯 定 存 在 某 种 方式 能 够 将 我 们 的 指令 转化 为 二 进 
制 数字 。 但 是 在 20 世 纪 30 年 代 ， 把 指令 转化 成 二 进 制 数字 的 想法 却 是 绝 
对 的 天 方 夜 谭 。 要 知道 在 这 一 时 期 ,，“Computer” 所 指 的 还 是 那些 进行 计 
算 任 务 的 人 ， 人 类 计算 人 员 收 到 的 指令 想必 也 都 是 一 些 日 常 所 用 的 英 
语 ， 而 绝 非 一 串 0、1 码 。 


当 图 灵 定 义 好 这 些 由 一 串 吕 数字 构成 的 算法 后 ， 就 可 以 描述 通用 计 
算 机 。 这 种 计算 机 能 够 将 算法 、 数 据 作 为 输入 ， 然 后 将 数据 套用 到 算法 
上 。 这 是 一 个 非常 重要 的 理念 。 通 用 图 灵机 可 以 模拟 任何 一 台 图 灵机 。 
因此 ， 通 用 图 灵机 能 够 完成 其 他 图 灵机 能 够 完成 的 全 部 任务 一 一 运行 所 
有 的 算法 。 


所 有 的 现代 计算 机 都 是 存储 程序 式 计算 机 一 一 数据 和 程序 以 完全 相 
同 的 方式 得 到 处 理 。 这 一 想法 实际 上 也 源 自 图 灵 。 当 我 们 追随 图 灵 的 论 
证 逐步 深入 时 ， 我 们 就 是 在 做 计算 ， 我 们 也 就 是 计算 机 。 在 茶 一 时 刻 ， 
我 们 会 突然 意识 到 该 如 何 将 一 串 数 字 分 解 成 两 部 分 : 一 部 分 是 算法 ， 忆 
一 部 分 是 将 由 算法 处 理 的 数据 。 实 际 上 ， 从 我 们 能 够 听从 别人 的 指令 完 
成 任务 开始 ， 我 们 藉 已 经 变 成 了 通用 计算 “机 ”。 我 们 发 现 人 类 不 仅 是 通 
用 计算 机 ， 人 类 的 计算 能 力 能 够 媲美 现 有 甚至 未 来 可 能 出 现 的 最 强大 的 
超级 计算 机 器 。 


通用 计算 机 显然 非 党 重要， 但 是 图 灵 将 更 多 的 注意 力 放 到 了 将 算法 
编码 成 数字 串 的 过 程 中 。 他 和 希望 证 明 一 些 看 起 来 并 不 难处 理 的 问题 ， 实 
际 上 完全 超出 了 任何 一 人 台 计 算 机 的 能 力 范畴 。 为 了 证 明 这 一 点 ， 图 灵 借 
鉴 了 哥 德 尔 的 论断 ， 后 者 则 是 从 康 托 尔 的 对 角 论 证 法 中 获得 局 友 。 


图 录用 来 反驳 那个 著名 的 判定 问题 的 方法 是 一 段 绝 美 的 论证 ， 有 着 
很 多 环 环 相 套 的 想法 。 我 们 将 仔细 研读 这 些 论 证 ， 理 解 其 中 的 每 一 个 步 


我 们 将 站 在 两 个 不 同 的 角度 评价 图 灵 的 这 篇 论文 。 一 方面 ， 这 是 一 
篇 关于 数学 逻辑 基础 的 论文 ， 成 功 证 明了 判定 问题 的 根本 缺陷 ， 从 而 终 
结 希 尔 们 特 计 划 。 必 一 方面 ， 正 是 这 篇 论文 按 下 了 计算 理论 以 及 计算 机 
科学 研究 的 局 动 键 。 这 是 一 个 旧时 代 的 终结 ， 也 是 一 个 新 时 代 的 开始 。 
第 一 种 审视 方式 着 重 强 调 了 逻辑 ， 第 二 种 方式 则 强调 了 程序 运行 。 在 所 
写 这 访 论 文 的 时 候 ， 图 灵 显 然 采 用 了 第 一 种 方式 ， 当 这 些 理论 被 搬 上 讲 
台 时 ， 将 它们 与 当今 的 计算 机 联系 起 来 残 更 有 意义 ， 因 此 我 们 也 倾向 于 
以 第 二 种 方式 看 符 这 篇 论文 。 


虽然 我 反复 强调 图 灵 论 文 如 何 优雅 ， 但 实际 上 这 仍然 是 一 篇 相当 难 
阅读 的 论文 。 学 生 们 看 到 的 往往 是 图 灵 想 法 的 当代 简化 版 。1958 年 ， 马 
丁 : 戴 维 斯 (Martin Davis) 根据 自己 在 伊利 诺 伊 大 学 教授 的 课程 出 版 了 
《可 计算 性 与 不 可 解 性 》 (Computability and Unsolvability) 一 书 。1967 
年 ， 麻 省 理工 学 院 人 工 智 能 实验 室 联合 创始 人 马 文 : 明 斯 基 根 据 当 时 在 
抹 省 理工 学 院 教授 的 一 门 课程 ， 出 版 了 《计算 : 有 限 和 无 限 机 器 》 
(Computation:Finite and Infinite Machines) 一 书 。 这 两 本 书 有 着 极 大 的 
影响 力 ， 它 们 以 一 种 更 简单 易 懂 的 方式 呈现 了 图 灵 的 想法 ， 它 们 让 计算 
理论 的 研究 成 为 计算 机 科学 的 一 部 分 ， 也 让 计算 机 科学 发 展 成 了 一 个 独 
并 的 学 科 。 很 多 现代 的 方法 都 与 这 两 位 计算 机 科学 家 有 关 。 例 如 ， 在 解 
释 图 灵 的 判定 问题 之 前 ， 通 党 都 会 介绍 更 易 理 解 的 停机 问题 ， 而 这 一 问 
题 最 早出 现在 戴 维 斯 的 书 中 。 在 本 书 中 ， 我 们 也 将 以 这 种 现代 的 方式 解 
析 图 灵 的 著作 。 


新 的 理解 方式 并 没有 改变 图 灵 的 基本 思路 ， 只 是 着 眼 点 不 同 。 比 起 
计算 机 能 够 计算 怎样 的 数字 ， 我 们 这 些 生活 在 现代 的 人 可 能 对 计算 机 能 
够 运行 怎样 的 程序 更 感 兴趣 。 我 们 希望 所 出 问题 ， 看 看 是 合 有 算法 或 者 
程序 能 够 解答 这 些 问题 。 图 灵 对 判定 问题 的 证 明 也 达 来 了 一 个 问题 : 一 
些 特定 的 判定 问题 是 不 可 判定 的 。 


非 确定 性 是 图 灵 论 文中 的 主要 观点 ， 也 是 研究 他 的 想法 的 一 个 绝 佳 
的 着 眼 点 。 在 下 一 半 中 ， 我 们 将 看 到 一 些 不 可 判定 的 判定 问题 的 例子 ， 
更 清楚 地 了 解 这 一 术语 的 真正 含义 。 


1. 伯 特 兰 : 罗 素 ，《 神 秘 主 义 和 人 逻辑， 和 其 他 论文 》 (Mysticism and Logic: And Other 
Essays) 第 60 页 。 


2 我 们 将 交 蔡 使 用 假设 和 公理 。 欧 几 里 得 确实 区 分 了 这 两 个 术语 。 他 的 切入 点 是 一 组 
公理 和 另 一 组 假设 。 现 在 我 们 可 以 整合 这 两 个 集合 ， 并 且 统称 公理 。 
3. 伯 特 兰 : 罗 素 ，《 数 学 原理 的 近期 研究 》 第 62 页 。 


4. 约翰 . 亭 利 : 凯 查 姆 (John Henry Ketcham) ，《 亚 伯 拉 罕 : 林 肯 的 一 生 》 (The Life of 
Abraham Lincoln) 第 62 页 。 


5. 我 们 来 简单 看 看 布尔 代数 如 何 工 作 。 
真 值 表 如 下 : 


TAT=T,TAF=F,FAT=F,FAF=F 


TVT=T,TVF=T,FVT=T,FVF=F 


通常 我 们 认为 7 是 1，F 是 0。 布 尔 代数 给 出 了 一 种 使 用 代数 进行 逻辑 运算 的 方法 。 例 
“与 ”可 以 表示 为 乘法 “x”。 表 述 X 信 了 就 变 成 了 XxY。 其 对 应 的 真 值 表 是 : 
1x1=1,1x0=0,0x1=0,0x0=0 

对 于 “或 "表述 XVY 可 以 写作 X+Y 了 -XxY。 

陈述 P 的 否定 可 以 表示 为 -P。 在 布尔 代数 中 ，-X 可 以 表示 为 1-X， 也 就 是 说 ， 如 果 X 
=1， 那 么 -X=0。 如 果 X=0， 那 么 -X=1。 

有 了 这 些 准备 后 ， 我 们 就 有 可 能 使 用 代数 推导 出 基本 的 逻辑 等 式 。 我 们 将 给 出 一 个 
例子 : -~(PVQ) 意 味 着 (-D) 八 (-Q)〔 这 是 德 :摩根 定律 的 一 条 ) 。 我 们 将 使 用 代数 证 明 
(XV 了 习 与 -X 八 -7 的 等 价 性 。 

注意 -(X 八 妨 对 应 1 一 《X+ 了 -XxXY) ， 而 "XA-7 对 应 (1-X) x (1-Y) 。 简 单 的 代 
数 转换 说 明了 这 两 个 表达 式 都 等 于 1-X-Y+XxYy。 所 以 ， 这 两 个 表达 式 是 等 价 的 。 


6. 正如 美国 哲学 家 、 数 学 家 和 计算 机 学 家 希拉 里 . 普 特 南 〈Hilary Putnam) 在 《逻辑 学 
家 皮尔 士 》 一 文中 提 到 的 : 


如 


-> 


尽管 据 我 所 知 ， 除 了 弗 雷 格 没有 人 发 表 过 关于 弗 雷 格 标 记 的 论文 ， 许 多 著名 逻 
辑 学 家 采纳 了 皮尔 士 - 施 罗 德 标记 ， 许 多 著名 结论 和 系统 都 与 它 相关 。 


弗 雷 格 确实 “发 现 ” 了 量词 ， 从 这 种 意义 上 来 讲 ， 他 确实 有 权 主 张 自 己 的 发 
现 。 但 是 ， 皮 尔 士 和 他 的 学 生 从 更 有 效 的 意义 上 发 现 了 量词 。 事 实 上 ， 在 罗素 认可 
弗 雷 格 的 研究 之 前 ， 弗 雷 格 一 直 相 对 默默 无 闻 。 皮 尔 士 似乎 在 世界 逻辑 学 界 更 为 著 
名 。 有 多 少 认 为 “ 弗 雷 格 发 明了 逮 辑 ”的 人 了 解 这 些 事实 呢 ? 
7. 这 台 机 器 现在 由 牛津 大 学 历史 科学 博物 馆 收藏 。 
8. 艾 略 特 〈T.S. Eliot) ，《 每 月 标准 》 评 论 栏 目 ，1927 年 10 月 ， 第 291 页 。 
算法 是 一 步 接 一 步 执 行 计算 的 过 程 。“ 算 法 ”这 个 词 起 源 于 公元 850 年 ， 波 斯 数学 家 花 
刺 子 模 撰写 了 《关于 印度 数字 的 计算 》 一 书 。 这 本 书 还 介绍 了 标准 十 进 制 数字 表示 法 。 
尽管 算法 是 以 这 位 学 者 的 名 字 命 名 的 ， 但 这 个 概念 一 直 是 数学 的 一 部 分 。 欧 几 里 得 的 
《几何 原本 》 中 包含 了 欧 几 里 得 算法 一 一 寻找 两 个 正 整 数 的 最 大 公约 数 ， 但 是 早 在 公元 
前 1600 年 ， 巴 比 伦 人 就 发 明了 计算 平方 根 的 方法 。 
10. 安德鲁 . 霍 奇 斯 ，《 艾 伦 : 图 灵 : 恩 尼 格 码 》， 第 120 页 。 
11. 圣 奥 古 斯 丁 警告 基督 徒 应 小 心 数理 学 派 。 他 担心 的 是 占星 师 ， 而 非 我 们 现在 所 谓 的 
数学 家 。 


第 二 章 一 些 个 可 判定 的 判定 问题 


在 本 章 中 ， 我 们 将 探讨 三 个 不 可 判定 的 判定 问题 ， 每 个 问题 都 有 相 
当 的 知名 度 。 第 一 个 问题 是 希 尔 伯 特 的 “第 10 个 问题 ”， 第 二 个 问题 是 小 
斯 特 的 对 应 问题 ， 第 三 个 是 停机 问题 。 我 们 先 准 确 描述 一 下 什么 样 的 问 
题 才能 成 为 判定 问题 。 


我 们 将 从 一 个 简单 的 例子 开始 。 考 虑 一 下 这 个 问题 : 给 定 两 个 正 整 
数 x 和 y，x< + 六 是 一 个 正 整数 的 平方 吗 ? 这 个 问题 的 答案 取决 于 x 和 y 的 
取 值 。 如 果 我 们 选择 x = 3，y = 4， 那 么 x*+ y=9+16= 25， 是 5 的 平 
方 。 在 这 种 情况 下 ， 这 个 问题 的 答案 是 “是 的 ”。 如 果 我 们 输入 x= 1，y = 
1， 那 么 2x + y* = 2， 我 们 知道 2 不 是 某 个 整数 的 平方 。 所 以 在 这 种 情况 
下 ， 答 案 是 “不 是 ”。 给 定 输入 参数 的 特定 值 ， 问 题 就 有 明确 的 答案 。 这 
就 是 判定 问题 的 本 质 ， 即 “是 否 为 判定 问题 ?取决 于 输入 参数 。 一 旦 输入 
参数 确定 ， 它 就 变 成 一 个 是 非 问 题 。 


如 果 能 够 设计 一 个 算法 或 计算 机 程序 ， 在 所 有 情况 下 都 能 给 出 正确 
的 答案 ， 那 么 这 个 问题 是 可 判定 的 。 如 果 无 法 设计 一 个 在 所 有 情况 下 都 
能 给 出 正确 答案 的 算法 ， 那 么 这 个 问题 是 不 可 判定 的 。 


我 们 上 面 提 到 的 “x* + 六 是 否 是 某 个 整数 的 平方 ”是 一 个 可 判定 问 
题 。 我 们 很 容易 就 可 以 写 出 一 个 程序 ， 输 入 x 和 y， 让 它 告 诉 我 们 ，x + 
多 是 不 是 一 个 整数 的 平方 。 


证 明 一 个 判定 问题 是 不 可 判定 的 ， 这 个 过 程 通常 十 分 困难 。 只 埋头 
研究 不 足以 设计 出 能 够 回答 这 个 问题 的 算法 。 为 了 证 明 一 个 问题 是 不 可 
判定 的 ， 你 必须 证 明 不 存在 能 够 解决 这 个 问题 的 算法 。 证 明 茶 个 东西 不 


存在 通常 要 比 证 明 某 个 东西 存在 困难 。 证 明 茶 个 东西 存在 的 直接 方法 是 
找到 一 个 你 需要 的 具体 实例 ， 但 是 这 离 证 明 “ 不 存在 ”还 有 十 万 八 干 里 。 
为 了 证 明 某 个 东西 不 存在 ， 你 必须 证 明 不 可 能 找到 这 样 的 实例 。 


在 下 文中 ， 我 们 将 描述 已 知 的 不 可 判定 的 问题 。 我 们 将 详细 描述 并 
讨论 为 什么 它们 是 不 可 判定 的 。 在 后 面 的 革 贡 中， 我 们 将 深入 研究 经 含 
在 不 可 判定 性 证 明之 中 的 思想 。 


首先 ， 让 我 们 来 看 看 波斯 特 的 对 应 问题 。 在 此 之 前 ， 我 们 先 介绍 一 
下 这 位 理论 计算 界 的 巨 璧 。 


埃 米尔 ' 疲 斯 特 


1920 年 ， 埃 米尔 :波斯 特 (Emil Post) 从 哥伦比亚 大 学 毕业 ， 拿 到 
了 目 己 的 博士 学 位 。 在 博士 论文 中 ， 他 研究 了 罗素 和 怀特 海 的 《数学 原 
理 》， 证 明了 奠定 零 阶 逻 辑 的 公理 一 一 命题 演算 同时 具备 一 致 性 和 完整 
性 。 毕 业 后 ， 波 斯 特 来 到 普林斯顿 大 学 ， 进 行 了 为 期 一 年 的 博士 后 研 
完 。 他 的 目标 是 研究 《数学 原理 》 中 涉及 的 全 部 公理 ， 并 证 明 这 些 公理 
的 一 致 性 和 完整 性 。 


在 研究 过 程 中 ， 波 斯 特 采 用 了 一 种 自 创 方法 一 一 标签 系统 我 们 将 
在 后 面 介绍 这 种 方法 ) 。 他 证 明了 《数学 原理 》 中 的 公理 在 理论 上 可 以 
简化 为 一 种 更 简单 的 形式 ， 类 似 于 他 的 标签 系统 。 他 意识 到 ， 对 《数学 
原理 》 中 的 公理 的 证 明 过 程 可 以 简化 为 对 符号 字符 串 进行 的 简单 操作 。 


他 的 研究 具有 高 度 的 原创 性 和 突破 性 。 他 发 现 了 构成 哥 德 尔 的 不 完 
备 性 定理 和 判定 问题 反 证 基础 的 主要 概念 。1921 年 时 波斯 特 就 在 研究 这 
一 领域 的 问题 。 哥 德尔 在 1931 年 友 表 了 上 自己 的 研究 成 果 ， 印 奇 和 图 灵 在 
1936 年 及 表 了 他 们 的 研究 成 果 。 因 此 ， 波 斯 特 领先 他 们 10 年 。 不 入 的 
征 ， 当 时 他 并 未 发 表 任 何 研究 成 有 果 。 波 斯 特 患 有 双 相 情感 障碍 ，1921 


年 ， 他 第 一 次 发 病 。 在 此 后 的 生命 中 ， 他 必须 定期 住院 ， 接 受 电击 治疗 
一 一 这 是 当时 的 标准 疗法 。 三 在 第 一 次 住院 治疗 后 ， 他 与 医生 一 起 研究 
病情 ， 探 讨 自 己 能 人 否 免 受 示 来 狂躁 情绪 的 影响 。 

他 限制 了 自己 研究 的 工作 量 ， 每 天 准备 两 个 问题 。 如 果 一 个 问题 让 


他 太 过 兴奋 ， 还 可 以 研究 另 一 个 。 他 的 妻子 和 家 硅 给 了 他 莫大 的 文 持 。 
但 是 即便 如 此 ， 直 到 1930 年 他 还 是 没有 发 表 任 何 论 述 。 


1935 年 ， 波 斯 特 入 职 纽约 城市 学 院 ， 并 在 这 里 一 直 工 作 到 离世 。 在 
这 段 时 间 中 ， 他 的 早期 工作 变 得 家 喻 户 晓 ， 他 也 继续 保持 高 产 和 原创 。 
芝加哥 大 学 数学 家 罗伯特 : 索 尔 〈Robert Soare) 写 道 : “1939 年 ， 图 灵 提 
出 纯 计 算 性 理论 的 主题 。 波 斯 特 继续 了 之 前 的 传统 ， 用 人 简单、 直观 的 方 
式 探索 最 基本 的 概念 ， 比 如 计算 性 和 可 计算 枚 举 集合 ， 以 及 相关 计算 性 
和 图 灵 可 归 约 性 。 从 1940 年 到 1954 年 波斯 特 辞世 ，15 年 来 他 在 这 一 领域 
的 贡献 可 谓 举 足 轻重 。” 


1946 年 ， 波 斯 特 发 表 了 他 的 对 应 性 问题 。 这 是 一 类 非常 容易 描述 的 
不 可 判定 问题 ， 我 们 将 以 此 为 切入 后。 


波斯 特 的 对 应 问题 


想象 一 个 目录 列 出 了 很 多 种 “次 砖 *。 目 录 中 的 每 块 绎 砖 都 包含 两 个 
由 1 和 2 组 成 的 序列 ， 其 中 一 个 序列 在 为 一 个 序列 下 面 。 你 可 以 随意 订购 
任意 数量 的 各 种 瓷砖 。 最 终 目 标 是 找 出 一 种 和 爹 砖 组 合 一 一 当 这 些 瓷砖 排 
成 一 排 的 时 候 ， 顶 部 所 有 数字 组 成 的 序列 与 奈 部 所 有 数字 组 成 的 序列 相 
等 。 为 了 说 明 这 个 问题 ， 我 们 来 看 两 个 例子 。 


第 一 个 目录 


第 一 个 目录 有 如 下 三 种 类 型 的 瓷砖 〈 如 图 2-1 所 示 ) 。 
121] 112 ] 
dl 11 121 

A B Cs 
图 2 - 1 第 一 个 目录 的 三 种 瓷砖 


我 们 可 以 任意 选择 各 种 类 型 的 瓷砖 ， 不 限 数量 〈 包 括 0， 但 是 至 少 
要 选择 一 种 类 型 的 瓷砖 ) 。 我 们 将 这 些 瓷砖 排 成 一 排 ， 以 检查 项 部 序列 
征 否 等 于 底部 序列 。 


在 这 种 情况 下 ， 选 择 4 块 次 砖 束 可 以 解决 这 个 问题 : 一 块 4A、 一 块 C 
和 两 块 B， 并 且 按 照 BABC 的 顺序 来 摆 放 《〈 如 图 2-2 所 示 ) 。 


] 12 121 Lz ] 
11 212 11 121 
B A B E> 


图 2 -2 第 一 个 目录 的 4 块 瓷 砖 


按照 这 个 顺序 ， 我 们 得 到 了 1121211121 这 个 序列 ， 而 且 顶 部 和 底部 
的 序列 一 至。 所 以 ， 我 们 找 出 了 这 个 目录 的 解决 方案 。 


现在 ,我们 来 看 一 下 为 一 个 没有 解决 方 采 的 目录 。 
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图 2 - 3 第 二 个 目录 的 三 种 瓷砖 


我 们 要 答 试 设计 一 个 算法 ， 认 真 执 行 所 有 可 能 的 步骤 。 我 们 将 从 最 
左 侧 的 移 砖 开始 ， 同 右 依次 增加 瓷砖。 


很 明显 ， 我 们 不 能 将 瓷砖 D 放 在 最 左 人 出， 因为 如 果 我 们 这 样 做 ， 项 
部 的 字符 串 会 以 1 开始 ， 而 底部 的 字符 串 会 以 2 开始 。 


如 果 将 下 作为 第 一 块 瓷砖 ， 让 我 们 来 看 看 会 发 生 什 么 。 在 这 种 情况 
下 ， 顶 部 字符 串 以 112 开 始 ， 底 部 字符 串 以 11 开 始 。 为 了 找到 解决 方 
案 ， 我 们 需要 一 个 底部 以 2 开始 的 瓷砖 。 因 此 ， 下 一 步 我 们 必须 选 D。 
来 看 ED， 我 们 将 在 顶部 得 到 112122， 底 部 得 到 11212。 我 们 需要 一 块 底 
部 字符 串 以 2 开始 的 瓷砖 作为 下 一 块 交 砖 。 因 此 我 们 必须 继续 选择 D， 


这 样 我们 就 得 到 了 EDD。 顶 部 字符 串 为 112122122， 底 部 字符 串 为 
11212212。 我 们 还 需要 一 块 底 部 字符 串 以 2 开始 的 瓷 臣 。 另 一 个 D 被 添 
加 到 右 侧 一 一 这 个 过 程 会 一 直 重 复 下 去 。 在 每 个 阶段 ， 我 们 都 必须 回 右 
侧 增 加 D， 但 是 我 们 永远 找 不 到 解决 方案 ， 因 为 项 部 字符 串 总 比 搬 部 字 
符 串 长 一 点 。 这 告诉 我 们 ， 不 存在 以 FE 开始 的 解决 方案 。 


我 们 已 经 看 到 ， 不 存在 以 DD 或 E 开 始 的 解决 方案 。 唯 一 的 可 能 性 是 
以 F 开 始 。 在 这 种 情况 下 ， 顶 部 的 字符 串 以 1 开始 ， 捕 部 的 字符 串 以 121 
开始 。 为 了 找到 解决 方案 ， 我 们 需要 一 块 项 部 字符 串 以 2 开始 的 疙 砖 。 
很 不 地 ， 不 存在 这 样 的 瓷砖 。 因 此 ， 没 有 以 F 开 始 的 解决 方案 。 我 们 已 
经 考虑 了 所 有 可 能 性 ， 所 以 我 们 知道 这 种 目录 不 存在 解决 方案 。 


给 定 任 意 侈 砖 目录 ， 有 两 种 可 能 性 : 要 么 存在 一 种 解决 方案 ， 要 么 
不 存在 解决 方案 。 给 定 一 个 目录 ， 我 们 和 希望 找到 一 个 过 程 ， 告 诉 我 们 这 
个 问题 是 否 存 在 解决 方案 。 波 斯 特 证 明了 这 种 判定 问题 是 不 可 判定 的 。 
这 意味 着 不 存在 算法 或 等 价 的 计算 机 程序 ， 可 以 将 这 些 侈 砖 目 录 作 为 输 
入 ， 告 诉 我 们 每 个 目录 是 人 否 存在 解决 方案 。 这 是 一 个 令 人 震 恢 的 结论 ! 
需要 明确 的 是 ， 这 并 不 是 说 没有 人 发 现 能 够 奏效 的 算法 ， 而 是 不 存在 这 
样 的 算法 。 


我 们 将 深入 挖掘 这 一 点 ， 并 通过 设计 一 个 “看 似 能 够 奏效 "的 算法 来 
研究 它 的 影 啊 。 


一 个 算法 


这 里 有 一 个 算法 ， 我 们 称 其 为 算法 I: 给 定 舍 有 有 限 瓷 砖 数 的 任意 
目录 ， 首 先 碍 看 是 否 存在 一 块 次 苇 是 对 应 问题 的 解决 方案 。 如 果 存 在 ， 
我 们 就 不 用 再 做 其 他 工作 ， 并 且 得 到 了 解决 方 琳 ; 如 采 没 有 一 块 疙 砖 能 
够 解决 这 个 问题 ， 尝 试 使 用 两 块 疙 砖 可 能 的 解决 方案 。 如 果 有 解决 方 


和 案 ， 我 们 将 找到 它 。 如 宁 没 有 两 块 次 砖 的 解决 方案 ， 答 试 所 有 可 能 的 三 
块 冤 砖 的 组 合 ， 以 此 类 推 。 


如 果 我 们 在 第 一 个 目录 上 尝试 这 个 算法 ， 我 们 首先 会 看 A、B 或 C 是 
否 能 够 给 出 解决 方案 。 因 为 没有 一 块 瓷 砖 能 够 给 出 解雇 方案， 我们 会 检 
查 AA、AB、AC、BA、BB、BC、CA、CB 或 CC 是 否 能 够 给 出 解决 方 
案 。 因 为 没有 解决 方案 ， 我 们 将 查看 三 块 次 砖 的 组 合 ( 这 里 有 33 = 27 种 
可 能 ) 。 再 次 没有 解决 方案 后 ， 我 们 来 看 4 块 奖 砖 的 组 合 ， 这 里 有 34 种 
可 能 组 合 。 我 们 会 在 这 次 迭代 中 找到 解决 方案 。 


很 明显 ， 我 们 的 算法 不 够 高 效 ， 运 行 起 来 相当 缓慢 。 举 个 例子 ， 如 
果 A 不 是 解决 方案 ， 那 么 AA 或 AAA 也 不 会 是 解决 方案 如 果 能 够 排除 这 
些 组 合 ， 就 可 以 提高 运算 速度 。 但 是 ， 我 们 的 目标 是 给 出 一 个 容易 描述 
的 简单 算法 ， 效 率 或 运行 速度 并 不 是 我 们 关心 的 问题 。 我 们 唯一 的 兴趣 
在 于 这 个 算法 如 何 实现 ， 是 否 能 够 在 有 限时 间 内 停止 。 


尽管 很 消耗 时 间 ， 如 果 解 决 方案 存在 ， 算 法 [最终 能 够 找 出 它 。 因 
此 ， 算 法 I 能 够 在 所 有 存在 解决 方案 的 对 应 问题 中 奏效 。 如 果 我 们 给 出 
的 目录 不 存在 解决 方案 ， 算 法 I 不 会 友 效 一 一 它 会 一 直 运 转 下 去 。 


古人 否 存在 一 个 不 同 的 算法 ， 能 够 告诉 我 们 茶 个 目录 不 存在 解决 方 
案 ? 答案 是 没有 。 如 果 存 在 这 样 一 个 算法 ， 我 们 称 之 为 算法 I， 我 们 可 
以 设计 算法 II， 给 定 一 个 目录 ， 让 算法 I 和 算法 II 同时 运行 。 如 条目 录 存 
在 一 个 对 应 问题 的 解决 方 采 ， 那 么 在 有 限时 间 后 ， 算 法 [将 告诉 我 们 。 
如 果 目 录 不 存在 解决 方案 ， 那 么 算法 II 将 在 有 限时 间 后 告诉 我 们 。 这 意 
味 痢 算法 II 是 一 个 “能 够 告诉 我 们 目录 是 人 否 存在 解决 方案 ”的 算法 ， 但 是 
波斯 特 的 结论 证 明 并 不 存在 这 样 的 算法 。 因 此 算法 [I 并 不 存在 。 


我 们 有 必要 深入 挖掘 一 下 这 一 点 完 竟 意 味 着 什么 。 因 为 我 们 已 经 注 
意 到 算法 I 相当 缓慢 ， 但 是 如 果 在 一 台 蜗 速 计算 机 上 运行 这 个 算法 ， 并 
且 给 它 一 段 相当 长 的 时 间 ， 结 果 又 会 怎样 ? 如 果 在 世界 上 最 快 的 计算 机 


上 运行 这 个 算法 ， 我 们 输入 第 一 个 目录 ， 它 一 瞬间 就 可 以 给 出 答案 。 给 
定 任意 目录 ， 我 们 能 将 它 输 入 这 全 计算机。 我 们 可 以 让 算法 [运行 一 段 
相当 长 的 时 间 (比如 10 年 )， 如 果 它 没有 在 这 上 段 时 间 内 得 出 结果 ， 我 们 
是 合 能 够 得 出 “ 它 会 一 直 运 行 下 去 ， 因 此 我 们 输入 的 目录 不 存在 解决 方 
案 ” 这 个 结论 ? 答案 还 是 不 能 。 如 果 答 案 是 可 以 ， 我 们 就 得 到 了 算法 II。 
然而 ， 前 面 已 经 提 到 ， 这 个 算法 并 不 存在 。 从 这 个 论证 中 ， 我 们 可 以 推 
断 出 ， 一 定 存 在 一 个 有 解决 方 采 的 目录 ， 但 是 即使 在 世界 上 最 快 的 计算 
机 上 运行 算法 I10 年 ， 还 是 找 不 出 解决 方案 。 


从 波斯 特 的 结论 中 我 们 获知 ， 存 在 没有 解决 方案 的 对 应 问题 ， 或 者 
说 这 等 同 于 没有 算法 能 够 判定 这 个 判定 问题 。 另 外 ， 我 们 推导 出 了 一 些 
令 人 震惊 的 事实 ;第 一 个 事实 是 给 定 任意 时 间 间 隔 〈 比 如 一 个 世纪 ) 和 
任意 一 个 试图 解决 对 应 问题 的 算法 ， 一 定 存在 一 个 有 解决 方案 的 目录 ， 
让 这 个 程序 在 这 个 时 间 间 隔 内 无 法 找 出 答案 ， 第 二 个 事实 是 没有 解决 方 
案 的 目录 背后 隐藏 着 真实 问题 。 当 答案 是 “是 ”的 时 候 ， 一 定 存在 算法 能 
够 正确 回答 判定 问题 ， 尽 管 这 些 算法 可 能 耗费 相当 长 的 时 间 ， 但 是 当 答 
案 是 “ 否 "的 时 候 ， 一 定 不 存在 能 够 给 出 正确 答案 的 算法 。 


含有 更 多 符号 的 对 应 问题 


我 们 前 面 讨论 的 是 有 1 和 2 的 字符 串 。 我 们 可 以 考虑 一 些 拥有 不 止 两 
个 符号 的 情况 。 在 这 些 情 况 下 ， 因 为 增加 符号 不 会 使 事情 变 得 更 简单 
所 以 “判断 瓷砖 目录 是 否 有 对 应 问题 的 解决 方案 "仍然 是 不 可 判定 的 。 在 
下 面 的 例子 中 ， 我 们 使 用 了 符号 9、1、A、B 和 * 〈 如 图 2-4 所 示 ) 。 


Al A0 BO0 Bl 水 
1A 0B 0A 1B 水 人 
图 2-4 多 种 符号 的 目录 
这 个 例子 将 与 下 一 章 产 生 联 系 。 它 有 很 多 解决 方案 。 读 者 可 以 尝试 


目 己 找 出 一 些 。 


你 可 能 会 提问 :如果 我 们 将 状态 数 减 少 到 1 会 发 生 什么 ?在 这 种 情 
况 下 ， 问 题 束 变 成 是 否 存 在 一 种 排列 方案 ， 让 顶部 序列 的 符号 数 等 于 态 
部 序列 的 符 写 数 。 


这 里 有 一 个 例子 〈 如 图 2-5 所 示 ) 。 
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图 2 -5 存在 解决 方案 的 案例 
当 我 们 只 有 一 个 符号 的 时 候 ， 存 在 一 种 简单 的 处 理 方式 。 我 们 赋予 
每 块 瓷 砖 一 个 数字 ， 这 个 数字 是 顶部 符号 数 减 去 底部 符号 数 〈 在 本 例 
中 ，A 被 赋值 -2，B 被 赋值 3，C 被 赋值 -2) 。 如 果 存 在 瓷砖 被 赋值 0， 那 


么 它 本 身 就 是 一 个 解决 方 膝 。 如 果 在 目录 中 至 少 存在 一 个 正 数 ， 一 个 负 
数 ， 那 么 这 个 对 应 问题 就 存在 解决 方案 。 如 果 所 有 次 砖 的 赋值 都 是 正 

数 ， 或 者 都 是 负数 ， 就 不 存在 解决 方案 。 据 此 ， 我 们 得 出 了 一 个 判断 网 
砖 目录 是 人 否 存 在 解决 方案 的 算法 。 如 果 我 们 将 交 砖 限制 为 只 有 一 个 符 

号 ， 对 应 问题 就 是 可 判定 的 。 


在 我 们 的 例子 中 ， 有 一 块 正 数 次 砖 和 一 块 负数 公 砖 。 因 此 ， 一 定 存 
在 解决 方案 。 为 了 找到 这 个 解决 方案 ， 我 们 先 要 找 出 等 于 0 的 组 合 。 三 
个 A 和 两 个 B 分 别 得 到 -6 和 +6。 因 此 ，AAABB 是 一 个 解决 方案 。 


硕 尔 伯 特 的 第 10 个 问题 


1900 年 ， 希 尔 伯 特 列 出 23 个 他 认为 数学 中 尚未 解决 的 最 重要 的 问 
题 。 这 些 问题 对 20 世 纪 上 半 叶 的 数学 研究 方 铝 产生 了 至 关 重 要 的 影响 。 
第 一 个 问题 是 康 托 尔 连续 性 假设 ， 之 后 我 们 会 讨论 。 第 二 个 问题 是 证 明 
算术 公理 是 连续 的 。 正 如 我 们 提 到 过 的 ， 哥 德尔 证 明了 “无 法 在 这 个 系 
统 内 证 明 公 理 的 连续 性 ”。 第 10 个 问题 与 丢 番 图 方程 有 关 。 


于 番 图 方程 是 有 整数 系数 的 多 项 式 方程 。 我 们 希望 找到 这 个 方程 的 
整数 解决 方案 。 一 个 著名 的 例子 就 是 毕 达 哥 拉 斯 定理 三 : x* + y= zz。 
解决 方案 是 毕 达 哥 拉 斯 三 元 组 ， 分 别 对 应 直角 三 角形 的 三 条 边 。 我 们 熟 
知 的 三 元 组 有 两 个 : 3、4、5 和 5、12、13。 尽 管 x + y? = 2 有 很 多 整数 
解决 方案 ， 但 + y” = 2 却 没有 正 整数 解决 方案 。 所 以 ， 一 些 丢 番 图 方 
程 有 解决 方案 ， 一 些 没 有 解决 方案 。 三 


希 尔 伯 特 的 第 10 个 问题 本 意 是 设计 一 个 算法 : 将 和 于 看 图 方程 作为 输 
入 ， 告 诉 我 们 是 人 否 存 在 正 整 数 解决 方案 。 这 是 一 个 判定 问题 。 如 有 果 你 输 
入 xX* + y= zz ， 它 会 回答 存在 。 如 果 你 输入 x? + 号 = z， 它 会 回答 不 存 


在 。 这 再 一 次 证 明 ， 这 个 问题 是 一 个 不 可 判定 的 判定 问题 。 尤 里 : 马 季 
亚 谢 维 奇 (Yuri Matiyasevich) 在 1970 年 给 出 了 完整 的 证 明 。 该 证 明 建 
立 在 瑟 丁 : 戴 维 斯 (Martin Davis) 、 和 希拉 里 .由 特 南 〈Hilary Putnam ) 和 
朱 莉 娅 .罗宾逊 (Julia Robinson) 的 研究 基础 上 。 这 个 证 明 已 经 超出 本 
书 的 范畴 ， 但 是 让 我 们 再 次 感受 这 个 证 明 对 于 不 可 判定 的 问题 有 什么 意 
Bas 


考虑 一 下 这 个 算法 : 首先 ， 数 清 丢 番 图 方程 中 的 变量 个 数 。 然 后 ， 
将 1 融入 所 有 变量 ， 检 查 是 否 是 解决 方案 。 如 果 发 现 解决 方案 束 停 止 ， 
否则 答 试 将 1 和 2 的 组 合 代 入 变量 。 如 果 没 有 发 现 解决 方案 ， 沦 试 代 入 
1、2、3 的 组 合 ， 以 此 类 推 。 


如 果 存 在 一 个 整数 解决 方案， 我 们 的 算法 就 会 找到 这 个 答案 。 对 于 
x + =z， 在 尝试 从 1 到 5 所 有 可 能 的 组 合 后 就 会 发 现 答案 。 但 是 ， 如 
果 我 们 把 i + y= 2 输入 这 个 算法 ， 它 会 一 直 运 行 下 去 。 因 此 ， 我 们 知 
道 希 尔 伯 特 的 第 10 个 问题 是 不 可 判定 的 ， 而 且 如 打 存 在 解决 方案 ， 我 们 
己 经 找 出 一 个 能 够 正确 回答 这 个 问题 的 算法 。 我 们 可 以 推导 出 ， 没 有 算 
法 能 够 正确 识别 不 存在 正 整数 解决 方案 的 丢 番 图 方程 。 


停机 问题 


我 们 已 经 将 所 有 内 容 输入 一 台 计 算 机 ， 并 且 看 到 计算 机 死机 了 。 如 
朵 有 算法 能 够 告诉 我 们 ， 一 个 程序 将 会 在 茶 个 给 定数 据 上 死机 ， 这 会 十 
分 有 帮助 ， 这 就 是 所 谓 的 停机 问题 。 给 定 一 个 程序 和 初始 数据 ， 判 断 这 
个 程序 是 个 会 在 这 段 数据 上 停止 。 这 是 另 一 个 判定 问题 ， 并 且 它 也 是 不 
可 判定 的 。 它 与 妨 外 两 个 判定 问题 拥有 相同 的 性 质 。 当 答案 存在 的 时 
候 ， 存 在 算法 能 够 起 效 ， 但 是 当 管 案 不 存在 的 时 候 ， 没 有 算法 能 够 起 
效 。 在 这 种 情况 下 ， 这 个 算法 只 会 让 程序 去 运行 这 段 数据 。 如 果 它 停止 


了 ， 就 输出 “是 的 ”。 三 


剑桥 的 图 元 


当然 ， 图 灵 在 撰写 自己 的 论文 时 ， 并 不 知道 任何 不 可 判定 的 判定 问 
题 的 例子 。 图 灵 和 吨 奇 最 早 理 解 了 “哪些 问题 是 不 可 判定 的 "。 希 尔 伯 特 
的 判定 问题 是 给 定 一 个 判定 问题 ， 找 出 在 任意 情况 下 都 能 正确 回答 这 个 
问题 的 算法 。 布 尔 伯 特 假设 这 种 算法 是 存在 的 ， 即 所 有 判定 问题 都 是 可 
判定 的 。 如 果 图 灵 能 够 证 明 一 些 问题 是 不 可 判定 的 ， 那 么 他 就 能 证 明和 希 
尔 但 特 研究 判定 问题 的 方法 是 存在 根本 缺陷 的 。 他 面临 一 个 相当 大 的 挑 
战 。 他 需要 找 出 一 个 可 以 证 明 为 “不 可 判定 ”的 非 确 定性 判定 问题 。 他 的 
证 明 必 须 展 示 出 没有 算法 可 以 解决 这 个 问题 。 但 是 在 当时 ， 算 法 究竟 意 
味 着 什么 并 没有 一 个 明确 的 定义 。 所 以 ， 图 灵 的 第 一 步 就 是 给 这 个 术语 
一 个 准确 的 定义 。 图 灵 在 发 明理 论 计算 机 器 的 时 候 完 成 了 这 项 工作 。 


1. 毕 达 哥 拉 斯 定理 ， 即 中 国 的 勾 股 定理 。 一 一 译 者 注 

2 这 种 治疗 方法 现在 被 称 为 电 休 殉 治 疗 ， 在 通常 情况 下 与 肌肉 松弛 剂 配合 使 用 。 波 斯 
特 的 年 代 没有 肌肉 松弛 剂 。 电 击 会 导致 全 身 抽 搞 。 波 斯 特 57 岁 时 ， 在 接受 完 生前 最 后 一 
次 电击 治疗 后 不 入 ， 死 于 心脏 病 发 作 。 


费 马 在 一 本 书 的 书页 边缘 写 下 了 这 些 论 述 ， 并 进行 了 杰出 的 论证 。 但 是 ， 因 为 边缘 部 分 
不 够 大 ， 不 足以 写 下 全 部 内 容 。1994 年 ， 也 就 是 357 年 后 ， 安 德 鲁 : 怀 尔 斯 (Andrew 
Wiles) 最 终 证 明了 这 一 结论 。 大 多 数 数学 家 并 不 相信 费 马 进行 了 合理 证 明 。 这 一 结论 更 
恰当 的 称呼 应 该 是 费 马 猜想 或 怀 尔 斯 定理 。 

4. 我 们 研究 的 三 个 问题 有 一 个 相同 的 性 质 ， 即 存在 一 个 算法 ， 在 有 的 情况 下 能 够 回答 

“是 ”的 判定 问题 ， 但 是 无 法 回答 答案 为 “不 是 ”的 判定 问题 。 类 似 这 样 “ 可 以 正确 回 

的 情况 ， 但 无 法 回答 ' 不 是 的 情况 ”的 算法 ， 有 时 被 称 为 部 分 可 判定 的 ， 而 非 可 判定 


3. 实际 上 ， 当 mn 大 于 2 的 时 候 ， 闻 + y= 2 不 存在 正 整数 解 。 这 就 是 彰 名 的 费 马 大 定理 。 


只 


守 漠 


pe 
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第 三 革 有 限 目 动机 


自动 机 是 计算 机 器 的 简单 理论 模型 。 在 本 书 中 ， 我 们 将 探讨 两 种 类 
型 的 自动 机 : 有 限 自 动机 和 图 灵机 。 


如 今 ， 人 们 将 有 限 目 动机 视 作 简化 版 图 灵机 。 它 们 没有 图 灵机 的 计 
算 能 力 ， 但 能 够 进行 一 些 不 复杂 的 计算 。 它 们 更 易于 理解 和 使 用 ， 因 此 
在 研究 更 加 复杂 的 模型 前 ， 我 们 有 必要 研究 一 下 有 限 目 动机 。 尽 管 有 限 
目 动机 更 简单 ， 但 在 定义 图 灵机 之 后 数 年 ， 这 个 概念 才 被 提出 。 它 们 当 
时 的 定义 与 今天 我 们 描述 它们 的 方式 截然 不 同 。 


沃 伦 : 麦 卡 洛克 (Warren McCulloch) 当时 正在 研究 脑 部 创伤 ， 治 疗 
精神 病人 。 他 想 研 究 出 一 种 解释 大 脑 如 何 工 作 的 理论 。 沃 尔 特 : 皮 次 
(Walter Pitts〉 最 初 被 培养 成 为 一 位 逻辑 学 学 者 ， 但 是 却 在 全 新 的 数学 
生物 物理 学 领域 发 表 论文 。 两 人 于 1942 年 前 后 结识 ， 认 识 到 他 们 对 相同 
类 型 的 问题 感 兴趣 后 开始 联手 研究 ， 彼 此 取长补短 。 


他 们 发 表 的 第 一 篇 论文 题 为 “神经 活动 中 内 在 的 思想 逻辑 演算 ”(A 
Logical Calculus of Jaeas Immanent in Nervous Activity ) 。 在 这 篇 论文 
中 ， 他 们 借助 细胞 对 神经 元 进行 了 建 模 。 每 个 细胞 都 有 多 个 输入 ， 但 只 
有 一 个 输出 。 一 个 细胞 的 输出 必须 成 为 男 一 个 细胞 的 输入 。 输 入 有 两 种 
类 型 : 抑制 的 和 兴 耕 的 。 如 果 兴 耕 的 输入 超过 了 一 定 闷 值 ， 并 且 没 有 抑 
制 输 入 ， 细 胞 将 会 被 激活 。 细 胞 的 集合 和 它们 之 间 的 连接 被 两 人 称 作 神 
经 网 络 。 


麦 卡 洛 殉 和 皮 次 意识 到 ， 这 是 大 脑 实际 运作 的 简化 模型 ， 但 是 研究 
神经 网 络 可 以 得 知 神经 网 络 如 何 处 理 逻 辑 活 动 。 他 们 的 网 络 模 型 与 神经 
元 和 人 类 大 脑 具备 相同 的 基本 特征 ， 因 此 他 们 希望 自己 的 研究 能 够 揭示 


人 类 逻辑 推理 的 奥秘 。 


他 们 的 论文 引起 了 约翰 - 冯 . 诺 依 曼 和 诺 伯 特 - 维 纳 (Norbert 
Wiener) 的 注意 。 两 位 学 者 对 这 篇 论文 印象 深刻 。 美 国 著名 的 数学 家 、 
哲学 家 维 纳 看 到 了 其 中 蕴含 的 力量 。 他 意识 到 ， 这 一 观点 具有 广泛 的 适 
用 性 ， 可 以 发 展 出 控制 论 *。 三 控制 论 将 催生 可 以 学 习 的 机 器 的 理念 ， 
反 过 来 也 会 孕育 人 工 智能 。 


冯 : 诺 依 曼 认识 到 ， 麦 卡 洛克 和 皮 次 对 细胞 和 细胞 间 连 接 的 描述 ， 
同样 可 以 应 用 到 电子 组 件 和 计算 中 。 他 在 《关于 EDVAC 的 报告 草案 》 
(First draft of a report on the EDVAC) 一 文中 对 此 进行 了 详细 描述 ， 这 
篇 论文 我 们 将 在 后 面 提 到 。 正 是 冯 : 诡 依 曼 的 这 篇 论文 ， 呐 定 了 现代 计 
算 机 构建 三 的 基石 。 


另 一 个 受到 麦 卡 洛 元 和 皮 欧 论文 影响 的 人 是 马 文 : 明 斯 基 。1954 
年 ， 明 斯 基 在 目 己 的 博士 论文 中 对 神经 网 络 进行 了 研究 ， 展 示 了 如 何 使 
用 这 些 网 络 对 自动 机 进行 全 面 描述 。 明 斯 基 的 著作 《计算 : 有 限 和 无 限 
机 器 》 是 这 一 领域 的 经 典 之 作 ， 高 屋 建 领地 撕 述 了 目 动机 和 计算 理论 。 
通过 对 比 物理 学 ， 明 斯 基 在 这 本 书 的 前 言 中 解释 了 这 种 使 用 理论 机 器 研 
完 的 理论 为 什么 能 够 发 挥 作 用 : 


与 物理 学 使 用 统计 定义 事件 的 方法 不 同 ， 我 们 使 用 逻辑 定义 的 
计算 或 表达 式 。 它 们 被 联系 在 一 起 ， 不 是 通过 几何 或 能 量 性 质 ， 而 
是 通过 它们 与 类 似 机 器 或 类 似 定 义 之 间 的 关系 。 我 们 能 够 使 用 机 器 
组 件 进行 简 单 的 交互 ， 应 用 最 显而易见 的 远 辑 命题 。 面 对 等 价 的 现 
实物 理 机 器 时 ， 我 们 必须 解决 极端 复杂 的 分 析 等 式 。 


目 动机 被 划分 为 两 类 : 一 类 具有 有 限 内 存 ， 力 一 类 具有 无 限 内 存 。 
我 们 首先 研究 有 限 的 一 类 。 


有 限 目 动机 


有 限 上 自动 机 是 一 个 简单 的 理论 计算 模型 。 它 包括 有 限 数 量 的 状态 。 
状态 分 为 两 类 : 开始 状态 (每 次 计算 的 起 点 ) 和 接纳 状态 。 这 个 机 器 的 
输入 包括 一 系列 符号 。 


提 到 符号 ， 我 们 通 币 指 的 是 一 个 字母 表 ， 符 号 序列 指 的 则 是 字符 器 
(字母 表 的 元 素 通常 被 称 为 字母 ， 即 使 它们 实际 上 是 数字 )。 


这 个 机 器 在 开始 状态 启动 ， 该 入 输入 字符 串 上 的 第 一 个 符号 。 
系列 规则 告诉 这 个 机 器 接 下 来 应 该 如 何 移动 。 每 条 规则 都 与 这 个 机 需 当 
前 所 处 的 状态 以 及 将 要 读 入 的 输入 符 写 有 关 。 在 机 器 移动 到 新 状态 后 ， 
下 一 个 输入 符号 被 读 入 ， 机 器 找到 对 应 规则 ， 移 动 到 指定 状态 ， 这 个 过 
程 循环 往复 。 当 我 们 来 到 输入 字符 串 的 结尾 时 ， 计 算 就 会 停止 。 如 果 我 
们 在 接纳 状态 结束 ， 输 入 字符 串 束 会 被 接纳 ;， 合 则 ， 字 符 串 残 会 被 拒 
绝 。 


如 果 使 用 图 表 ， 前 文 所 述 的 信息 会 更 容易 理解 ， 在 后 文中 我 们 也 会 
使 用 这 种 方法 进行 解释 。 在 这 些 图 中 ， 我 们 用 圆 立 表示 状态 ， 将 状态 的 
名 称 标 记 在 圆 淆 中心。 一 个 箭头 指 癌 开始 状态 ， 并 且 这 个 箭头 不 来 目 其 
他 状态 。 接 纳 状态 由 双 圆 圈 表 示 。 连 接 状 态 的 箭头 上 标记 了 输入 符号 ， 
这 些 箭头 将 我 们 从 一 个 状态 带 到 另 一 个 状态 。 


我 们 的 第 一 个 机 需 


在 图 3-1 中 ， 我 们 展示 了 第 一 个 有 限 上 自动 机 M1。 开 始 状态 被 标记 
为 A， 接 纳 状 态 被 标记 为 B。 离 开 A 的 两 个 箭头 告诉 我 们 ， 如 果 我 们 在 状 
态 4A 中 ， 输 入 0， 则 继续 留 在 A， 输 入 1， 则 从 状态 A 移 动 到 状态 B。 如 采 
我 们 在 状态 B 中 ， 输 入 0， 则 停留 在 状态 B; 输入 1， 则 移动 到 状态 A。 机 


器 M1 读 入 1 就 会 切换 状态 ， 读 入 0 则 保持 现 有 状态 。 
0 


] 
Mi : 有 奇数 个 1 的 字符 囊 
图 3 -1 有 限 自动 机 

假设 输入 字符 串 是 101。 机 右 从 开始 状态 4 开始 ， 读 入 第 一 个 输入 符 
号 : 1。 它 移动 到 状态 B， 读 入 第 二 个 输入 符号 : 0。 它 留 在 状态 B， 读 
入 下 一 个 符号 : 1。 在 读 入 这 个 符号 后 ， 它 切换 回 状态 A。 它 还 想 继续 读 
入 下 一 个 符号 ， 但 是 字符 串 已 经 结束 ， 所 以 机 器 停止 。 因 为 我 们 在 状 
态 A 结 束 ， 而 A 不 是 接纳 状态 ， 所 以 字符 串 101 被 M1 拒绝 。 


让 我 们 用 一 个 不 同 的 输入 字符 串 100 重 复 这 一 个 过 程 。 机 器 从 状态 A 
开始 ， 读 入 第 一 个 输入 符号 : 1。 它 移动 到 状态 B， 读 入 第 二 个 输入 符 
号 : 0。 它 留 在 状态 B， 读 入 下 一 个 符 写 : 0。 它 继续 留 在 状态 B。 它 还 
想 继 续 读 入 下 一 个 符号 ， 但 是 字符 串 已 经 结束 ， 所 以 机 器 停止 。 因 为 我 
们 在 状态 B 结 束 ， 并 且 这 是 接纳 状态 ， 所 以 字符 串 100 被 M1 接 纳 。 


我 们 可 以 用 语言 来 描述 M1 会 接纳 哪 种 字符 串 ， 拒 绝 哪 种 字符 串 。 
值得 一 提 的 关键 点 在 于 ， 只 有 当 我 们 读 入 1 时 ， 才 会 改变 状态 。 由 于 只 
有 两 个 状态 ， 我 们 从 非 接 纳 状态 开始 ， 读 入 偶数 个 1 后 ， 我 们 将 处 于 状 
态 A， 该 入 奇数 个 1 后 ， 我 们 将 处 于 状态 B。 因 为 B 是 唯一 的 接纳 状态 ， 
所 以 我 们 知道 ， 这 个 机 器 接纳 含有 奇数 个 1 的 字符 串 ， 拒 绝 含有 侦 数 个 1 


这 个 机 器 被 当 作 检查 输入 字符 串 奇 偶 性 的 工具 。 在 信息 传输 过 程 
中 ， 我 们 将 奇偶 性 检查 作为 错误 检测 的 一 种 简单 方法 。 我 们 将 在 下 一 市 
中 看 到 例子 。 


字母 表 和 语言 


正如 我 们 看 到 的 ， 字 母 表 是 一 组 符号 。 如 有 果 仅 限于 小 写 形 式 ， 英 语 
中 使 用 的 标准 拉丁 字母 表 有 26 个 符号 。 机 顺 M1 的 例子 中 使 用 的 字母 表 
仅 包括 0 和 1。 因 此 ， 这 是 一 个 二 元 字母 表 。 在 上 一 曹 中， 我们 粗略 地 了 
解 了 对 应 问题 。 在 一 个 例子 中 ， 我 们 使 用 的 1 和 2 组 成 了 一 个 二 元 字母 
为 直人 例 于 中 我 何 全 使 用 村 二 个 付 二 1 攻 生 于 
表 。 


另 一 个 曾经 被 广泛 使 用 的 字母 表 的 例子 是 摩尔 斯 电码 (Morse 
code) 。 有 人 说 ， 在 摩尔 斯 电码 中 ， 拉 丁字 母 表 中 的 每 个 字母 由 点 和 破 
折 号 表示 。 但 是 ， 这 种 说 法 不 够 准确 。 每 个 字母 是 由 点 、 破 折 号 和 一 个 
终端 暂停 表示 的 。 在 传递 摩尔 斯 电码 的 时 候 ， 暂 停 与 点 和 破 折 号 同样 重 
要 。 所 以 ， 摩 尔 斯 电码 的 字母 表 是 三 元 字母 表 ， 而 非 二 元 字母 表 。 


正如 我 们 在 上 一 章 中 看 到 的 ， 使 用 一 元 字母 表 的 例子 相当 简单 ， 但 
古 当 我 们 使 用 二 元 字母 表 时 ， 事 情 就 变 得 复杂 。 一 般 来 说 ， 能 够 用 一 元 
语言 表示 的 东西 相当 有 限 ， 但 是 如 果 你 在 字母 表 中 增加 一 个 符号 ， 让 和 它 
变 为 二 元 ， 就 能 表达 更 多 的 东西 。 然 而 ， 单 纯 增 加 字母 表 的 符号 数 ， 使 
其 大 于 二 元 ， 并 不 能 增加 能 够 用 它 表示 的 内 容 的 数量 。 这 是 因为 对 于 任 
意 数量 的 字母 表 ， 我 们 都 有 办 法 将 每 个 字母 转化 为 二 元 数字 的 字符 串 。 
因此 ， 由 任意 字母 表 书 写 的 任意 字符 串 部 可 以 重新 编码 为 仅 使 用 二 元 字 
母 表 的 字符 串 。 当 然 ， 如 果 我 们 正在 使 用 一 个 包含 多 个 字母 的 字母 表 ， 


并 且 将 其 转化 为 使 用 更 少 字母 的 字母 表 ， 转 化 所 得 的 字符 串 的 长 度 将 比 
原来 的 字符 串 长 。 


计算 机 科学 中 字母 表 一 般 是 二 元 的 ， 但 是 只 要 这 个 字母 表 至 少 包含 
两 个 字母 ， 我 们 就 可 以 使 用 它 。 实 际 上 ， 一 些 早期 计算 机 并 不 使 用 二 进 
制 ， 而 是 使 用 标准 十 进 制 。 我 们 将 会 研究 的 早期 计算 机 ENIAC， 就 是 其 
中 的 一 个 例子 。 尽 管 二 元 字母 表 对 计算 机 科学 并 不 是 必要 的 ， 但 它 足 够 
应 付 各 种 任务 。 任 何 需 要 使 用 任意 字母 表 处 理 的 内 容 ， 痢 可 以 被 重新 编 
码 为 二 进 制 字 符 串 。 我 们 之 所 以 使 用 二 进 制 ， 和 是 因为 二 进 制 非常 容易 在 
机 器 上 实现 。 两 个 字母 可 以 用 一 个 开关 来 表示 : 处 于 开局 或 关闭 位 置 ， 
也 可 以 用 电荷 有 无 来 表示 。 


美国 标准 信息 交换 代码 (American Standard Code for Information 
Interchange， 人 简称 ASCII) 是 一 种 使 用 二 进 制 字符 哩 编码 字母 和 控制 符 
号 的 方法 。 每 个 字符 被 编码 为 由 7 个 二 进 制 数字 组 成 的 字符 串 。 例 如 ，A 
被 编码 为 1000001，a 被 编码 为 1100001。 因 为 在 数据 传输 过 程 中 ， 通 常 
以 比特 为 单位 太 送 ， 数 据 字符 串 会 添加 一 个 奇偶 校 验 位 ， 以 进行 错误 检 
测 。' 忆 在 发 送 前 ， 这 一 位 被 添加 到 7 位 数据 字符 串 的 最 后 一 位 。 奇 偶 校 
验 位 (1 或 0) 用 来 保持 字符 串 中 1 的 总 数 为 俩 数 。 接 收 者 会 检查 这 个 字 
符 串 ， 看 奇偶 性 是 否 正 确 。 如 果 不 正 确 ， 证 明 字 符 串 受到 了 破坏 。 类 似 
的 理念 还 被 用 于 信用 卡 卡号 信用 卡 卡号 的 最 后 一 位 (有 些 信用 卡 卡 
号 的 第 一 位 ) 被 称 为 校 验 位 ， 可 以 通过 其 他 15 位 数字 计算 得 出 。 当 你 使 
用 信用 卡 时 ， 这 个 校 验 位 就 会 被 检查 ， 以 确认 信用 卡 卡 写 是 否 输 入 正 
确 。\E) 


正则 语言 


一 个 机 器 接纳 的 字符 串 集 合 被 称 为 这 个 机 器 的 语言 。 因 此 ，MI1 的 
语言 是 所 有 含有 偶数 个 1 的 、 由 0 和 1 组 成 的 字符 串 。 如 果 这 个 机 器 是 有 
限 目 动 机 ， 那 么 它 的 语言 就 是 正则 语言 。MI1 接 纳 的 含有 偶数 个 1 的 、 由 


0 和 1 组 成 的 字符 串 ， 束 是 我 们 接触 的 第 一 个 正则 语言 。 


有 限 目 动机 和 回答 问题 


有 限 自动 机 会 接纳 或 拒绝 字符 串 。 我 们 可 以 把 这 个 过 程 想象 为 对 一 
个 问题 做 出 “是 ”或 “ 否 ” 的 回答 。 当 它 在 接纳 状态 停止 时 ， 它 在 说 “是 ”， 
当 它 在 非 接纳 状态 停止 时 ， 它 在 说 “ 否 *”。 实 际 上 ， 人 们 经 常 将 这 个 过 程 
视 作 回 答 判 定 问 题 。 机 器 M1 可 以 被 视 作 在 回答 : 这 个 由 0 和 1 组 成 的 字 
符 串 里 是 否 有 奇数 个 1? 请 注意 ， 这 是 一 个 判定 问题 。 给 定 一 个 输入 字 
符 串 ， 它 就 会 变 为 是 非 问题 。 


从 这 一 点 看 机 器 M1， 我 们 可 以 赋予 它 的 两 个 状态 实际 意义 。 状 态 A 
对 应 机 器 读 入 了 拥有 偶数 个 1 的 字符 串 ， 而 状态 B 对 应 机 器 读 入 了 拥有 奇 
数 个 1 的 字符 串 。 


我 们 可 以 将 有 限 上 自动 机 看 作 系 统 回答 茶 些 简单 问题 的 方法 。 事 实 
上 ， 我 们 可 以 把 有 限 上 自动 机 视 作 计算 机 程序 或 算法 。 我 们 会 用 一 些 例 子 
来 说 明 这 个 观 后 。 


考虑 一 下 判定 问题 ， 输 入 字符 串 是 否 以 01 结 尾 ? 我 们 将 说 明 如 何 设 
计 一 个 有 限 目 动机 来 解决 这 个 判定 问题 。 


我 们 用 Ss 来 表示 开始 状态 (如 图 3-2 所 示 ) 。 如 果 一 个 字符 串 以 01 结 
尾 ， 那 么 我 们 想 要 回答 “是 ”， 这 等 价 于 我 们 想 在 接纳 状态 停止 。 我 们 将 
用 A 来 表示 接纳 状态 。 


当 我 们 设计 有 限 自 动机 的 时 候 ， 一 定 要 记 住 ， 一 次 只 能 读 入 一 个 输 
入 符号 。 我 们 无 法 提前 看 到 字符 串 的 下 一 位 ， 因 此 我 们 永远 无 法 提前 获 
知 输 入 字符 串 是 人 否 要 结束 。 当 我 们 读 入 一 个 输入 符号 却 没有 读 到 任何 输 
入 的 时 候 ， 才 知道 来 到 了 字符 串 的 结尾 。 


我 们 来 考虑 一 下 不 同 的 情况 。 假 设 第 一 个 输入 符号 是 0。 它 有 可 能 
是 我 们 想 要 接纳 的 输入 字符 串 01。 读 入 第 一 个 0， 意 味 着 我 们 正 走 在 通 
往 接纳 状态 的 路 上 。 如 果 机 器 只 读 入 了 一 个 0， 我 们 就 用 B 来 表示 这 个 状 
态 。 如 果 我 们 在 状态 B， 并 且 读 入 了 一 个 1， 那 么 我 们 就 要 移动 到 接纳 状 
态 A。 


M),: 以 01 结尾 的 字符 串 


图 3 - 2 用 有 限 自动 机 解决 判定 问题 


如 琳 我 们 位 于 状态 A， 并 且 接 收 到 了 男 一 个 输入 符 写 ， 那 么 我 们 需 
要 离开 状态 A。 


总 结 一 下 : 接纳 状态 A 对 应 只 读 入 了 01， 状 态 B 对 应 只 读 入 了 0。 状 
态 S 可 以 被 视 作 开始 状态 ， 这 个 状态 既 不 对 应 A， 也 不 对 应 B， 也 就 是 只 
读 入 了 一 个 1， 但 没有 0。 


一 旦 我 们 赋予 状态 具体 含义 ， 束 很 容易 在 读 入 输入 符号 时 决定 状态 
的 转变 。 例 如 ， 如 果 我 们 在 状态 S， 并 且 接 收 到 一 个 1， 我 们 就 会 停 在 那 
里 ; 如 果 我 们 接收 到 一 个 0， 我 们 就 应 该 移动 到 状态 B。 如 果 我 们 停留 在 
状态 B， 并 且 接 收 到 一 个 0， 我 们 就 应 该 继续 停留 ， 如果 我 们 接收 到 一 个 
1， 我 们 就 应 该 移动 到 接纳 状态 。 如 果 我 们 在 接纳 状态 ， 并 且 接 收 到 一 
个 0， 我 们 就 应 该 移动 到 状态 B;， 如 果 我 们 接收 到 一 个 1， 就 应 该 返回 状 
态 5。 


图 3-3 描 述 了 根据 这 些 叙 述 产生 的 有 限 目 动机 。 
0 


] 
M;: 有 偶数 个 1 的 字符 串 


图 3- 3 根据 输入 符号 决定 状态 转变 


问题 的 否定 
交换 接纳 状态 和 非 接 纳 状态 就 可 以 回答 机 器 M1 解决 的 问题 的 否 


定 。“ 这 个 由 0 和 1 组 成 的 字符 串 是 否 没 有 奇数 个 1”， 即 “这 个 由 0 和 1 组 成 
的 字符 串 是 否 有 侦 数 个 1”"， 图 3-3 中 机 絮 M3 回 答 了 这 一 问题 。 这 古 M1 的 
接纳 状态 和 非 接纳 状态 互 换 的 结果 。 


请 注意 ，M3 接 纳 000， 因 为 我 们 仍然 停留 在 状态 A。 这 是 因为 000 包 
含 0 个 1， 而 0 是 一 个 偶数 。 同 理 ，M3 接 纳 00、0， 甚 至 没有 符号 的 空 字 
符 串 (用 e 来 表示 ) 。 实 际 上 ， 如 果 开 始 状 态 同样 是 接纳 状态 ， 机 器 就 
会 接纳 e。 这 说 明 在 输入 任何 符号 前 ， 机 器 已 经 处 于 接纳 状态 ， 所 以 它 
将 接纳 不 包含 任何 符号 的 空 字符 串 。 


交换 一 个 有 限 目 动机 的 接纳 和 非 接 纳 状态 ， 可 以 回答 原 问题 的 否 
定 。 这 告诉 我 们 ， 正 则 语言 的 补 集 仍 然 是 正则 语言 ， 即 如 果 给 定 一 个 正 


则 语言 ， 不 属于 这 个 语言 的 字符 串 的 集合 仍然 是 正则 语言 。 这 个 发 现 看 
起 来 微不足道 ， 但 结论 本 身 很 重要 。 当 我 们 在 后 文中 探讨 图 灵机 的 时 

候 ， 我 们 将 发 现 有 时 候 一 个 图 灵机 语言 的 补 集 ， 不 是 其 他 任何 图 灵机 的 
语言 。 实 际 上 ， 这 个 性 质 构成 了 我 们 之 后 将 要 讨论 的 不 可 判定 的 判定 问 


题 。 


忽略 图 表 中 的 陷阱 


一 些 传统 方法 可 以 帮助 我 们 简化 理论 计算 模型 。 其 中 一 个 最 有 用 的 
方法 就 是 忽略 非 接 纳 陷阱 。 我 们 将 在 下 一 半 介 绍 图 灵机 ， 下 一 半 的 每 个 
图 表 都 是 用 这 种 方法 绘制 的 。 我 们 和 举例 说 明 如 何 使 用 这 个 方法 。 


考虑 一 下 “输入 字符 串 是 否 以 01 序 列 开 始 ”* 这 个 问题 。 如 果 我 们 先后 
接收 到 一 个 0O 和 一 个 1， 我 们 想 要 接纳 这 个 字符 串 。 所 以 ， 在 接收 到 01 
后 ， 我 们 的 机 器 一 定 处 于 接纳 状态 ， 并 且 无 论 后 续 接 收 到 什么 符号 ， 都 
必须 停留 在 这 个 状态 。 如 果 我 们 接收 到 的 第 一 个 符号 是 1， 我 们 将 进入 
拒绝 状态 ， 并 且 无 论 后 续 接 收 到 什么 符号 ， 都 一 直 停留 在 这 个 状态 。 图 
3-4 是 实现 这 一 叙述 的 目 动 机 。 


这 个 自动 机 有 两 个 状态 ， 一旦 进入 这 两 个 状态 就 无 法 离开 。 这 些 状 
态 被 称 作 陷阱 。 在 M4 中 ，C 和 D 都 是 陷阱 。 通 种 情况 下 ， 为 了 简化 自动 
机 的 示意 图 ， 不 是 接纳 状态 的 陷阱 会 被 忽略 。 图 3-5 中 的 自动 机 与 图 3-4 
中 的 自动 机 是 同一 台 自 动机 。 在 图 3-4 中 ， 状 态 D 是 一 个 非 接 纳 状态 。 
在 图 3-5 中 ， 这 个 状态 被 忽略 了 。 请 注意 ， 在 图 3-5 中 ， 没 有 来 自 A 的 篆 
头 能 够 告诉 我 们 ， 如 果 输 入 为 1 应 该 做 什么 。 这 是 在 假设 如 果 我 们 处 于 
状态 4A， 并 且 输 入 了 一 个 1， 我 们 就 会 强制 进入 不 被 接纳 的 陷阱 ， 但 是 通 
俗 地 说 ， 如 果 我 们 处 于 状态 4A， 输 入 了 一 个 1， 那 么 计算 就 “ 死 掉 > 了 。 如 
果 机 器 处 于 状态 B， 并 且 接 收 了 一 个 0， 那 么 计算 也 会 “ 死 掉 ”。 
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M4: 以 01 序列 开始 的 字符 串 
图 3 - 4 以 01 序 列 开始 的 自动 机 
当然 ， 即 便 我 们 从 图 中 剔除 了 陷阱 ， 还 是 有 必要 记 住 这 些 状态 。 为 
了 设计 有 限 自 动机 来 回答 否定 问题 “这 是 一 个 不 以 01 开 始 的 字符 串 吗 ”， 
你 必须 交换 所 有 接纳 状态 和 非 接纳 状态 。 为 了 实现 这 一 点 ， 你 必须 使 用 
图 3-4 中 的 上 自动 机 ， 而 非 图 3-5 中 的 。 


a A) 


别 除 了 状态 DD 的 Ml 
图 3 -5 剔除 了 陷阱 的 自动 机 


一 些 基本 事实 


什么 是 最 简 有 限 自动 机 ? 是 不 是 有 限 自动 机 回答 问题 的 方法 不 止 一 
种 ? 本 节 我 们 将 简要 探讨 这 两 个 基本 问题 。 

最 简 有 限 目 动机 

最 简 有 限 自动 机 是 只 有 一 个 状态 的 有 限 自 动机 。 如 图 3-6 和 图 3-7 所 
示 ， 机 器 M5 接 纳 所 有 由 0 和 1 组 成 的 字符 串 ， 而 M6 拒 绝 所 有 字符 串 〈M6 
的 图 中 只 有 一 个 不 是 接纳 状态 而 是 陷阱 状态 。 我 们 的 方法 是 忽略 非 接纳 


陷阱 以 简化 构图 ， 但 是 在 这 种 情况 下 ， 忽 略 这 个 状态 并 不 能 产生 一 张 有 
用 的 图 ) 。 


图 3 -6 接纳 所 有 字符 串 的 自动 机 


M: 不 接纳 任何 字符 串 
图 3 -7 不 接纳 任何 字符 串 的 自动 机 
等 价目 动机 


人 们 很 自然 会 想到 这 个 问题 ， 有 限 自 动机 回答 问题 的 方法 是 否 只 有 
一 种 ， 或 者 是 人 否 可 以 设计 两 种 不 同 的 目 动 机 来 识别 完全 相同 的 字符 串 。 


一 个 简单 的 方法 疝 我 们 展示 了 有 可 能 存在 两 个 等 价 但 不 同 的 有 限 上 自动 
机 ， 即 它们 可 以 识别 完全 相同 的 字符 串 (如 图 3-8 所 示 〉。 


0 
0 
—> 
] 
M,: 只 接纳 : 


图 3 -8 只 接纳 的 自动 机 


使 用 M1 来 构建 M7， 让 所 有 状态 变 为 接纳 状态 。 因 为 M7 的 每 个 状态 
都 是 接纳 状态 ， 所 以 它 将 接纳 所 有 字符 串 。 这 意味 独 它 与 M5 是 等 价 
的 。 这 告诉 我 们 ， 设 计 机 器 回答 一 个 问题 的 方法 不 止 一 种 。 当 然 ， 这 也 
正 是 我 们 期 盼 的 ， 回 答 一 个 问题 的 方法 应 该 不 止 一 种 。 


对 有 限 上 自动 机 而 言 ， 我 们 可 以 证 明 存 在 唯一 的 含有 最 少 状态 数 的 机 
项 〈 这 句 话 可 以 理解 为 存在 唯一 的 最 简 机 器 ) 。 机 顺 M1 有 两 个 状态 。 
我 们 不 可 能 设计 出 少 于 两 个 状态 的 有 限 目 动 机 来 接纳 具有 奇数 个 1 的 字 
符 串 。 因 此 ，M1 是 回答 这 个 问题 的 含有 最 少 状态 数 的 机 器 ， 它 是 唯一 
的 。 如 果 你 想 要 设计 一 个 不 同 的 机 器 来 回答 这 个 问题 ， 它 要 么 是 M1， 
要 么 有 更 多 状态 。 


在 结束 这 一 节 时 ， 有 一 点 需要 注意 。 当 我 们 判断 两 个 机 器 是 否 计算 
等 价 的 时 候 ， 应 该 着 重 关注 空 字符 串 e。 尽 管 它 是 一 个 没有 符号 的 字符 


串 ， 但 是 它 仍然 是 一 个 合法 字符 串 。 机 器 Mz 帮 我 们 明确 了 这 一 点 。 它 
接纳 了 se， 但 是 不 接纳 其 他 字符 串 。 这 个 机 器 与 “不 接纳 任何 字符 串 * 的 
M7 并 不 等 价 。 


我 们 已 经 看 到 了 一 些 有 限 上 自动 机 的 例子 ， 你 可 能 会 好 奇 这 些 机 器 冤 
苋 多 强大 。 它 们 能 解决 什么 问题 ? 什么 问题 是 它们 解决 不 了 的 ? 我 们 将 
在 接 下 来 的 两 个 小 节 中 回答 这 两 个 问题 。 


正则 表达 式 


斯 蒂 芬 : 克 莱 尼 (Stephen Kleene) 发 现 了 一 种 巧妙 的 方法 来 描述 有 
限 自 动机 的 语言 一 一 正则 语言 。 


克 业 尼 是 阿 朗 伍 : 印 奇 的 学 生 。 他 们 一 起 提出 了 4 积分 ， 这 也 是 印 奇 
在 其 关于 判定 问题 的 著名 论文 中 使 用 的 方法 。 随 后 ， 殉 莱 尼 定义 了 正则 
表达 式 ， 并 且 证 明 这 些 表达 式 描述 的 就 是 有 限 上 自动 机 的 语言 。 


正则 表达 式 除了 使 用 输入 磁带 的 字母 表 ， 还 会 使 用 一 些 额 外 符号 ， 
包括 : 


( ) 十 # 


括号 用 于 将 内 容 组 合 起 来 ， 其 他 两 个 符号 有 各 目的 意义 ， 但 加 
号 “+” 并 不 代表 加 法 ， 乘 号 “*” 也 不 代表 乘法 。 


+ 用 于 表示 左 侧 或 右 侧 的 可 能 的 表达 式 。 所 以 ， 表 达 式 0 + 1 代表 两 
个 字符 串 : 0 和 1。 表 达 式 0 (0 + 1) 代表 两 个 字符 串 : 它们 以 0 开始 ， 第 
二 个 符号 是 0 或 1， 即 00 和 01。 因 此 ， 我 们 可 以 写 出 0 (0 + 1) = 00 + 
01。 (0 + 1) (0 + 1) 代表 四 个 长 度 为 2 的 字符 串 ， 开 始 是 0 或 1， 结 
是 0 或 1。 因 此 : 


(0+1) (0+1) = 00+01+10+11 


我 们 用 e 来 表示 空 字 符 串 。 表 达 式 (Ee + 0+ 1) (0 + 1) 代表 字符 串 
以 e 或 0 或 1 开始 ， 以 0 或 1 结束 (请 注意 ，e0 表 示 的 意思 与 0 相同 ， 即 a0 = 
0 位 的 ; 状语 1 六 


因此 我 们 得 到 : 
(e+0+1)(0+1)=e0+el + 00+01+10+11 
= 0+]+00+0l+ 10+1] 


符号 * 被 称 作 星 号 或 克 汪 尼 星 运算 。 这 个 运算 表示 将 表达 式 与 其 目 
身 进行 有 限 次 连接 (其 中 也 包括 0 次 ) 。 表 达 式 0 代表 任意 0 的 有 限 次 数 
连接 ， 即 


0 =s+0+00+000+0000+... 
一 个 使 用 星 运算 的 常用 表达 式 是 (0 + 1) ”， 这 等 价 于 
et (0+1) + (0 + 1)(0 +1)+(0+1)(0+1)(0+1)+... 
也 等 价 于 
Et+0O+1+00+01+10+11+... 
这 里 列 出 了 所 有 能 由 0 和 1 组 成 的 字符 串 。 


举 个 例子 ， 如 果 你 想 列 出 所 有 “以 两 个 1 开始 ， 以 三 个 0 结束 ”的 字符 
你 可 以 写 出 11 (0 + 1) ”000。 


正则 表达 式 描述 了 可 能 输入 符号 的 字符 串 ， 它 被 定义 为 任何 能 够 使 
用 这 些 符号 组 成 的 表达 式 。 


斯 蒂 分 : 克 莱 尼 证 明 ， 给 定 任意 正则 表达 式 ， 可 以 设计 一 个 有 限 自 
动机 来 接纳 由 这 个 表达 式 定 义 的 字符 串 。 他 还 证 明 了， 给 定 任意 有 限 自 
动机 ， 它 能 够 接纳 的 语言 可 以 用 正则 表达 式 来 描述 。 从 这 扣 来 看 ， 我 们 
可 以 认为 正则 表达 式 和 有 限 上 自动 机 是 等 价 的 。 它 们 都 捅 述 了 完全 相同 的 
字符 串 集 合 。 


Mo 的 语言 是 所 有 以 01 结 束 的 字符 串 。 我 们 可 以 用 正则 表达 式 (0 + 
1) ” 01 来 表示 。M4 的 语言 是 所 有 以 01 开 头 的 字符 串 。 它 的 正则 表达 式 
是 01 (0 + 1) ”。 对 正则 语言 而 言 ， 存 在 不 止 一 个 有 限 自 动机 和 不 止 一 
个 正则 表达 式 来 描述 同一 种 语言 。 


一 些 简 单机 器 可 能 拥有 相当 复杂 的 正则 表达 式 。M1 的 语言 就 是 一 
个 例子 。 这 个 语言 包含 由 奇数 个 1 组 成 的 所 有 字符 串 。 如 何 用 正则 表达 
式 来 描述 它 ， 不 是 那么 容易 就 能 想 清 楚 的 ， 但 是 我 们 将 展示 如 何 一 步 接 
一 步 地 将 这 个 机 融 转 化 为 一 个 正则 表达 式 。 克 业 尼 对 正则 表达 式 和 有 限 
目 动机 的 证 明 分 两 部 分 。 在 第 二 部 分 ， 他 证 明了 相反 的 过 程 。 在 我 们 的 
例子 中 ， 将 M1 转变 为 正则 表达 式 ， 涉 及 克 羔 尼 第 一 部 分 证 明 中 的 关键 


步骤 >?。 三 


这 个 机 器 从 状态 A 开始 。 如 果 字 符 串 被 接纳 ， 它 必须 在 状态 B 停 
止 。 我 们 现在 认为 ， 当 它 首 先进 入 B 时 可 能 已 经 读 入 了 符号 。 或 许 它 已 
经 绕 着 0 的 圈子 转 了 很 多 圈 ， 但 是 为 了 来 到 B， 它 必须 读 入 一 个 1， 这 可 
以 写作 0"1。 机 器 现在 处 于 状态 B。 它 或 许 会 在 某 一 点 离开 状态 B， 之 后 
会 返回 。 这 导致 它 可 能 读 入 全 部 由 0 组 成 的 字符 串 停 留 在 B， 并 且 在 读 入 
一 个 1 后 ， 又 回 到 状态 A。 这 些 字 符 串 也 可 以 是 0 1。 和 前 面 一 样 ， 从 A 返 
回 B 的 字符 串 可 以 由 0 1 表示 。 这 意味 着 ， 如 果 机 器 离开 状态 B 又 返回 ， 
它 必 须 读 入 字符 串 0 10 1。 当然 ， 这 个 机 器 也 有 可 能 永远 不 离开 状 
态 B， 或 离开 状态 B 很 多 次 ， 可 以 用 (0”10”1)“ 来 表示 。 机 器 最 后 一 次 
从 状态 A 变换 到 状态 B， 它 可 能 会 停留 在 状态 B 一 段 时 间 。 这 对 应 机 器 在 


读 入 由 0 组 成 的 字符 串 。 我 们 可 以 用 0” ”来 表示 。 把 这 些 表达 式 组 合 起 
来 ， 我 们 得 到 了 描述 M1 的 语言 的 正则 表达 式 : 01 (0101) 0 。 


克 羔 尼 的 结论 为 我 们 揭示 了 有 限 自 动机 可 以 做 什么 。 它 们 识别 由 正 
则 表达 式 定义 的 字符 串 ， 这 通常 用 于 词语 和 文字 处 理 。 例 如 ， 我 们 有 一 
入 文章， 其 中 一 部 分 是 用 美式 英语 写 的 ， 一 部 分 是 用 英 式 英语 写 的 ， 我 
们 想 要 找到 这 些 词 ， 并 用 red 取 代 color 或 colour， 我 们 可 以 搜索 字符 
串 colo (e + u) r。 我 们 使 用 正则 表达 式 输入 搜索 字符 串 ， 随 后 找到 指定 
字符 串 ， 计 算 机 就 可 以 模拟 对 应 的 有 限 自 动机 。 


正则 表达 式 描 述 了 模式 。 使 用 这 些 表达 式 的 工具 成 为 几乎 所 有 现代 
编程 语言 的 组 成 部 分 。 知 道 如 何 使 用 这 些 表 达 式 是 一 项 重要 的 实践 技 


全 已 
Be。… 


现在 我 们 有 两 种 使 用 有 限 自 动机 的 方法 ， 一 种 是 设计 一 个 有 限 自动 
机 ， 另 一 种 是 设计 描述 相关 语言 的 正则 表达 式 。 尽 管 从 理论 上 说 ， 任 何 
关于 有 限 自 动机 的 问题 都 可 以 用 这 两 种 方法 中 的 任意 一 种 来 回答 。 但 是 
在 实践 中 ， 某 些 情况 下 使 用 其 中 一 种 要 比 另 一 种 容易 。 我 们 从 MI1 的 语 
言 中 可 以 看 到 ， 使 用 自动 机 来 表示 相当 简单 ， 而 使 用 正则 表达 式 则 相当 
复杂 。 再 考虑 两 个 问题 ， 你 能 设计 出 一 个 有 限 自动 机 来 接纳 开始 是 
000， 结 尾 是 111 的 字符 串 吗 ? 正则 语言 的 补 集 是 正则 语言 吗 ? 


对 于 第 一 个 问题 ， 我 们 使 用 正则 表达 式 可 以 轻松 解决 ， 符 案 
000 (0 + 1) ”111。 这 个 表达 式 明 确 描述 了 这 个 语言 。 为 这 个 语言 设计 
一 个 有 限 自 动机 似乎 相当 困难 。 


讨 


对 于 第 二 个 问题 ， 我 们 已 经 在 前 面 回答 过 : 交换 有 限 目 动机 的 接纳 
状态 和 非 接 纳 状 态 。 在 这 里 ， 使 用 有 限 目 动机 很 容易 惑 能 得 出 答案 。 使 
用 正则 表达 式 来 回答 这 个 问题 看 起 来 则 相当 困难 。 


我 们 在 探讨 算法 的 时 候 会 重新 讨论 这 个 观点 。 我 们 将 获得 很 多 等 价 
的 定义 。 每 个 定义 都 给 了 我 们 不 同 的 观点 ， 以 及 理解 和 思考 计算 真正 含 


义 的 不 同方 法 。 一 些 从 某 个 角度 看 似乎 相当 隐 涩 的 问题 ， 换 个 角度 就 会 
办 然 开朗 。 
有 限 上 自动 机 的 瓶颈 


现在 ， 让 我 们 回 到 这 个 问题 : 什么 问题 对 有 限 目 动机 而 言 太 过 困 
难 ? 我 们 想 要 设计 出 一 些 问题 ， 让 我 们 有 充分 证 据 证 明 这 些 问题 超出 了 
有 限 目 动机 的 能 力 范 畴 。 只 设计 一 些 我 们 感觉 “超出 有 限 上 自动 机 能 力 范 
畴 ”的 难题 还 不 够 ， 我 们 想 要 得 到 证 明 。 为 了 设计 这 些 证 明 ， 我 们 需要 
知道 有 限 自 动机 的 限制 因素 有 哪些 。 


最 主要 的 限制 基于 一 个 事实 : 存储 新 一 位 信息 的 唯一 方式 是 进入 一 
个 新 状态 。 有 限 自动 机 只 有 有 限 数量 的 状态 ， 因 为 它们 只 能 记 住 有 限 数 
量 的 字符 串 。 一 个 有 限 目 动机 能 区 分 的 不 同 信息 的 最 大 数量 ， 等 于 这 个 
机 器 拥有 的 状态 数 。 例 如 ， 机 器 MI1 只 需要 两 个 状态 ， 因 为 我 们 只 需要 
两 种 信息 一 一 0 的 数量 是 偶数 还 是 奇数 。 


给 定 一 个 特定 有 限 目 动机 ， 我 们 知道 它 的 状态 数 是 确定 的 一 一 这 个 
数字 可 能 非常 大 ， 但 一 定 是 确定 的 ， 让 我 们 用 s 来 表示 这 个 数字 。 因 
此 ， 这 个 自动 机 最 多 能 够 区 分 s 种 信息 。 无 论 sS 有 多 大 ， 我 们 很 容易 就 能 
设计 一 个 需要 最 多 s + 1 种 信息 才能 解决 的 问题 。 下 面 ， 我 们 会 给 出 两 个 
例子 。 但 是 ， 我 们 先 来 介绍 一 下 在 接 下 来 的 证 明 中 将 会 用 到 的 饮 巢 原 
理 过 


铝 梨 原理 与 将 物体 放 入 容器 有 关 。 这 个 原理 用 显而易见 但 有 效 的 方 
法 说 明 ， 如 果 物 体 数 多 于 容 圳 数 ， 那 么 一 定 存 在 一 个 容器 会 容纳 不 止 一 
个 物体 。 


同样 数量 的 0 和 1 
问题 是 ， 给 定 一 个 由 0 和 1 组 成 的 字符 串 ，0 和 1 的 数量 是 售 相 同 ? 


这 个 问题 超出 了 有 限 自 动机 的 能 力 范 畴 。 为 了 搞 清 楚 原 因 ， 我 们 甫 
先 考 虑 一 个 有 5 个 状态 的 目 动机 能 否 回答 这 个 问题 。 答 案 是 不 能 ， 因 为 
无 论 我 们 怎样 设计 有 5 个 状态 的 自动 机 ， 我 们 总 古 能 设计 两 个 输入 字符 
时 -个 有 等 量 的 0 和 1， 男 一 个 有 不 等 量 的 0 和 1， 是 5 状态 自动 机 无 
法 区 分 的 。 


假设 我 们 有 一 个 5 状态 自动 机 。 考 虑 一 下 6 个 输入 字符 串 : 0，00， 
000，0000，00000 和 000000。 我 们 正在 这 个 机 器 上 运行 6 种 输入 。 让 我 
们 来 看 看 这 6 种 输入 最 后 会 使 这 个 机 器 进入 5 种 状态 中 的 哪 一 种 。 铝 梨 原 
理 告诉 我 们 ， 至 少 有 两 种 输入 最 后 会 在 同一 个 状态 停止 。 假 设 将 00 和 
00000 输 入 机 器 后 ， 它 们 会 在 同一 个 状态 停止 。 如 果 出 现 这 种 情况 ， 那 
么 新 的 字符 串 0011 和 0000011 也 会 在 同一 个 状态 停止 。 我 们 现在 遇 到 了 
厅 烦 。 这 个 机 器 是 否 同 时 接受 或 拒绝 0011 和 0000011， 取 决 于 这 个 最 终 
状态 是 否 是 一 个 接纳 状态 。 如 果 我 们 的 机 器 能 回答 “给 定 一 个 字符 串 ，1 
的 数量 是 否 等 于 0 的 数量 ”这 个 问题 ， 它 应 该 可 以 接纳 0011， 并 且 拒 绝 
0000011， 但 是 它 不 能 。 


尽管 我 用 特定 例子 说 明了 这 个 论据 ， 但 是 设计 一 个 含有 任意 数量 状 
态 的 任意 自动 机 更 直观 : 给 定 任意 有 限 目 动机 ， 输 入 0、00、000.…… 确 
定 其 中 两 个 字符 串 最 终 在 同一 个 状态 停止 “一 旦 字符 串 的 数量 超过 了 状 
态 数 ， 铝 巢 原 理 就 能 确保 这 种 情况 一 定 会 发 生 ) 。 这 两 个 字符 串 有 不 同 
的 长 度 。 给 两 个 字符 串 添 加 同样 数量 的 1， 就 可 以 让 其 中 一 个 新 字符 串 
获得 等 量 的 0 和 1。 很 明显 ， 另 一 个 字符 串 的 0 和 1 的 数量 不 相等 。 机 顺 无 
法 区 分 这 两 个 字符 串 。 


平衡 括号 


词语 处 理 器 通常 拥有 一 个 判断 表达 式 中 的 括号 是 否 匹 配 的 内 轩 功 
能 。 举 个 例子 ，( 〈 () () ) () ) 是 平衡 的 3, 但 () ) (() 不 
是 。 为 了 使 括号 平衡 ， 有 同样 数量 的 左右 括号 还 不 够 ， 它 们 必须 以 正确 
方式 配对 ， 即 一 个 左 括号 对 应 一 个 右 括号 。 平 衡 括号 问题 是 ， 给 定 一 个 
由 “ (“和 “) “组 成 的 字符 串 ， 它 们 是 正确 配对 的 吗 ? 


尽管 这 个 问题 与 之 前 讨论 的 数字 0 和 1 的 问题 不 同 ， 我 们 还 是 可 以 借 
助 与 上 文 相同 的 思路 ， 证 明 这 个 问题 证 有 限 上 自动 机 无 法 解决 的 。 这 里 ， 
我 们 不 再 输入 由 0 组 成 的 初始 字符 串 ， 而 是 输入 “(” 字 符 串 。 余 下 的 论 
证 就 很 清晰 了 。 


尽管 这 两 个 问题 都 超出 了 有 限 目 动 机 的 能 力 范畴 ， 但 是 都 有 简单 的 
算法 可 以 解决 。 我 们 将 在 下 一 半 中 进行 说 明 。 读 者 可 以 自己 思考 一 下 如 
何 一 步 接 一 步 地 设计 解决 这 些 问 题 的 方法 。 给 定 一 个 由 括号 组 成 的 字符 
串 ， 如 何 判断 它们 是 否 平衡 ? 三 


磁带 和 配置 


如 琳 我 们 要 设计 一 台 现 实 中 的 有 限 目 动机 ， 它 可 以 使 用 各 种 方式 来 
读 取 和 输入。 例如 ， 它 可 以 使 用 暑 牙 或 Wi-Fi《〈 一 种 允许 电子 设备 连接 到 
一 个 区 域 网 的 技术 ) 建立 连接 ， 但 是 我 们 不 用 真 的 构建 一 个 实体 机 器 ， 
因此 在 选择 输入 方法 的 时 候 并 没有 约束 ， 只 要 这 个 输入 方法 易于 可 视 
化 、 使 用 方便 即 可 。 图 灵 介 绍 了 纸 片 磁 市 输入 ， 我 们 将 使 用 这 个 方法 。 


考虑 一 下 M1 上 进行 的 计算 ， 也 就 是 我 们 在 本 章 进 行 的 第 一 个 计算 
(如 图 3-9 所 示 ) 。 
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图 3-9 有 限 自动 机 


像 之 前 一 样 ， 我 们 输入 100。 假 设 这 个 输入 是 与 在 磁带 上 的 ，M1 有 
一 个 磁头 ， 可 以 从 磁带 上 读 取 符 号 。 磁 头 沿 着 磁带 移动 ， 每 次 只 向 左 或 
问 右 移动 一 个 单元 。 我 们 用 机 器 的 当前 状态 来 标记 磁头 。 图 3-10 描 述 了 
机 响 停 止 前 的 三 个 步骤 : 


图 3 - 10 磁头 读 取 步 又 


我 们 可 以 给 出 相同 的 信息 ， 不 必 画 出 磁头 和 磁带 。 相 比 于 直接 在 被 
读 入 的 符号 下 方 标记 状态 ， 我 们 可 以 在 右 侧 列 出 机 器 状态 。 这 个 计算 可 
以 表示 为 A100，1B00，10B0，100B。 每 个 字符 串 告诉 我 们 有 什么 写 在 
了 磁带 上 ， 磁 头 处 于 什么 位 置 〈 也 就 是 下 一 步 将 读 入 哪个 符号 ) 以 及 机 
器 的 当前 状态 。 这 些 字 符 串 被 称 作 配置 。 


我 们 会 根据 配置 再 次 列 出 这 个 计算 。 这 一 次 ， 一 个 配置 写 在 男 一 个 
配置 的 上 方 。 这 种 形式 将 帮助 我 们 看 到 它们 与 对 应 问题 的 联系 。 


4100 
1500 
10B0 
100B 


联系 对 应 问题 


我 们 会 继续 研究 机 器 M1， 以 此 来 解释 这 种 方法 与 波斯 特 对 应 问题 
的 联系 。 如 果 我 们 处 于 状态 A， 并 且 输 入 一 个 0， 那 么 我 们 会 停留 在 状 
态 A。 这 意味 着 ， 如 果 我 们 在 计算 的 某 个 节点 获得 的 配置 为 ...A0...， 下 
一 个 配置 会 是 ...0A...。 更 准确 的 说 法 是 ，A0 后 面 一 定 是 0A。Al 后 面 是 
18B，B0 后 面 是 08B，B1 后 面 是 1A。 这 些 信息 可 以 用 图 3-11 的 方式 给 出 : 


A0 Al B1 B0 

0A 1B 1A 0B 
图 3 -11 对 应 问题 

这 其 中 有 很 多 技巧 。 第 一 个 技巧 是 设置 一 块 瓷 砖 ， 在 上 方 写 *， 在 


下 方 写 *A。 这 迫使 我 们 从 这 块 次 砖 ， 以 状态 A 开始 。 我 们 还 需要 为 接纳 
状态 设置 一 块 癣 砖 ， 在 上 方 写 B， 下 方 是 空白 。 完 成 之 后 的 总 砖 如 图 3- 


A0 Al B1 BO 
0A 1B 1A 0B *A 
a 万 区 d 4 f 


图 3 - 12 瓷砖 设置 技巧 
我 们 将 找 出 一 种 解决 对 应 问题 的 方法 〈 如 图 3-13 所 示 ) 。 我 们 将 这 
些 瓷砖 排 成 一 行 〈 可 能 会 有 重复 ) ， 以 便 让 顶部 的 符号 序列 等 于 底部 的 
符号 序列 。 


我 们 必须 从 瓷砖 e 开 始 ， 这 是 唯一 一 块 含 有 初始 符号 的 和 瓷砖。 之 
后 ， 可 以 使 用 瓷砖 a 或 p。 我 们 将 发 现 与 输入 100 相 对 应 的 对 应 问题 的 解 
决 方案 。 因 此 ， 我 们 选择 瓷砖 pb。 对 于 接 下 来 的 瓷砖 ， 我 们 有 三 种 选 
择 ， 分 别 是 c、d 和 太 对 应 我 们 计算 的 瓷砖 是 dg， 请 注意 ，j 也 可 以 解决 对 
应 问题 〈 它 对 应 字符 串 10) 。 接 下 来 ， 我 们 还 是 有 三 个 选择 : c、d 和 
f。 我们 还 是 选择 q。 和 前 面 一 样 ， 我 们 可 以 选择 c、d 或 {， 但 是 我 们 这 次 
选择 {， 得 到 答案 。 


第 一 块 瓷 砖 要 求 我 们 必须 从 状态 4 开始。 其 他 瓷砖 分 别 对 应 上 一 节 
结尾 提 到 的 配置 。 


* Al B0 B0 
*A 1B 0B 0B 
6 d d f 


图 3 - 13 对 应 问题 的 解决 方案 
给 定 任意 机 器 MI1 接 纳 的 由 0 和 1 组 成 的 字符 串 ， 存 在 一 个 使 用 瓷砖 


集合 方法 给 出 的 对 应 问题 的 等 价 解决 方案 。 反 过 来 ， 任 意 对 应 问题 的 解 
决 方案 都 可 以 给 出 令 M1 接 纳 的 0 和 1 的 字符 串 。 


有 限 上 自动 机 是 非常 简单 的 机 器 ， 也 很 容易 理解 。 这 些 机 器 不 会 涉 
不 可 判定 的 问题 。 我 们 可 以 找 出 算法 来 判断 两 个 自动 机 是 否 等 价 ， 因 此 
这 些 作 砖 的 对 应 问题 部 是 可 以 确定 的 。 


尽管 这 些 机 器 的 能 力 有 限 ， 但 只 需 稍 加 改动 ， 就 可 以 让 它们 成 为 强 
大 的 计算 机 器 。 这 是 我 们 将 在 下 一 章 讨 论 的 内 容 ， 我 们 将 允许 机 器 在 磁 
帝 上 书写 符号 。 这 个 微小 的 改变 将 会 给 计算 能 力 融 来 巨大 的 变化 。 


1. 即 配 对 的 。 一 一 译 者 注 

2. 1948 年 ， 维 纳 撰写 了 经 典 书籍 《动物 和 机 器 中 的 控制 论 或 控制 和 通信 》。 

3. 不 久 后 ， 冯 : 诺 依 曼 撰 写 了 一 篇 内 容 广泛 的 论文 《自动 机 的 一 般 逻 辑 理 论 》， 从 这 时 
起 ， 计 算 机 的 理论 模型 开始 被 称 作 自动 机 。 

4. 1963 年 ，ASCII 被 发 明 出 来 ， 后 来 成 为 英语 世界 国家 延 用 多 年 的 标准 编码 方式 。 但 
是 ， 这 种 方法 只 能 使 用 7 位 编码 ，2”= 128 个 字符 。 不 同 国家 有 不 同 的 字母 和 符号 ， 无 法 
使 用 ASCII 编 码 这 些 内 容 。 因 此 ， 必 须 修改 编码 方式 。 随 着 互联 网 和 万 维 网 的 发 展 ， 以 一 


致 方法 拓展 编码 变 得 越发 重要 - -有 必要 在 全 世界 范围 内 ， 保 证 每 个 编码 字符 串 表 示 的 
内 容 一 致 。 当 前 ， 新 的 标准 是 Unicode。 这 是 一 个 将 字符 和 符号 对 应 数字 的 列表 ， 它 的 前 
128 个 内 容 与 ASCII 一 致 。 这 个 列表 一 直 在 持续 更 新 。 截 至 2015 年 6 月 ， 这 个 列表 包含 超过 
100 万 个 实体 ， 包 含 129 种 不 同 的 编写 脚本 。 

: 奇偶 校 验 检查 有 时 被 幅 入 条 形 码 。 这 种 设计 是 为 了 正常 读 取 条 形 码 。 奇 偶 校 验 位 被 
用 于 判断 正 从 哪个 方向 读 取 条 形 码 ， 或 者 条 形 码 正 从 左 向 右 被 读 取 ， 还 是 从 右 向 左 被 读 
取 。 


证 明 的 第 二 部 分 包括 将 正则 表达 式 转 换 为 非 确定 性 自动 机 ， 之 后 证 明 非 确定 性 自动 
机 与 确定 性 自动 机 拥有 完全 相同 的 算 力 。 这 点 并 不 困难 ， 通 常 在 标准 的 本 科 生 课程 中 都 
有 涉及 ， 但 因为 太 过 见长 ， 本 书 不 会 包括 这 些 内 容 。 
. 杰 弗 里 : 弗 里 德尔 (Jeffrey Friedl) 的 《掌握 正则 表达 式 》 束 是 证 明正 则 表达 式 在 各 和 
实践 应 用 中 的 有 用 之 处 的 流行 书籍 之 一 。 
美国 的 “办 公 室 邮箱 ”(office mailboxes) 就 是 英国 所 谓 的 “ 饮 梨 ”(pigeonholes) 。 


我 们 只 会 研究 两 种 自动 机 : 有 限 自动 机 和 图 灵机 。 在 计算 理论 的 标准 课程 中 ， 通 常 
还 要 研究 下 推 自 动机 (pushdown ”automata) ， 一 类 算 力 比 有 限 自 动机 强大 ， 但 差 于 图 灵 
机 的 机 器 。 关 于 等 数量 0 和 1 的 问题 以 及 平衡 括号 的 问题 ， 都 可 以 使 用 下 推 自 动机 来 解 
决 。 超 出 下 推 自动 机 能 力 范 畴 的 问题 是 使 用 由 三 个 字母 构成 的 字母 表 的 字符 串 ， 并 且 询 
问 字 符 串 中 每 个 字母 的 数量 是 否 相 等 。 


第 四 章 岁 灵 机 


或 许 我 们 可 以 这 样 解释 隐藏 在 数字 计算 机 背后 的 理念 一 这 些 
机 器 旨 在 执行 人 类 计算 者 能 够 完成 的 所 有 操作 。 三 


现在 ， 让 我 们 回 到 1935 年 的 剑桥 ， 来 到 图 姑 喘 边 。 他 提出 了 一 个 判 
定 问题 ， 这 个 问题 超出 了 所 有 算法 的 能 力 范 畴 ， 使 算法 无 法 在 所 有 情况 
下 做 出 正确 解答 。 图 灵 意 在 证 明 希 尔 伯 特 是 错误 的 。 因 为 没有 定义 能 告 
诉 我 们 一 个 程 友 作 为 算法 到 的 意味 着 什么 ， 图 灵 的 第 一 步 束 是 要 明确 地 


定义 这 个 问题 。 


在 当时 , “computer” 这 个 单词 指 的 是 从 事 计 算 工 作 的 人 人。 图 灵 的 方 
法 是 观察 人 类 计算 者 如 何 处 理 计 算 ， 然 后 设计 一 个 理论 机 器 来 执行 完全 
相同 的 工作 。 正 如 1936 年 图 灵 在 论文 中 阐述 的 那样 : 


一 般 而 言 ， 计 算是 通过 在 纸 上 书 写 菜 些 符号 完成 的 。 假 设 我 们 
将 这 张 纸 划分 为 小 学 算数 本 那样 的 方 格 。 在 小 学 算术 中 ， 这 张 纸 的 
二 维特 征 有 时 会 被 使 用 。 但 是 我 们 通常 会 避免 这 样 的 用 法 ， 而 且 我 
认为 大 家 都 会 同意 ， 纸 的 二 维特 征 不 是 计算 的 实质 。 我 们 假设 计算 
是 在 一 维 纸 面 〈 一 个 被 划分 为 方 格 的 磁带 ) 上 执行 的 。 我 们 还 要 假 
设 ， 可 能 被 输出 的 符号 的 数量 是 有 限 的 …… 计 算 者 在 任意 时 刻 的 行 
为 ， 都 是 由 他 在 那 一 时 刻 观 察 到 的 信息 和 心理 状态 的 符号 确定 
的 …… 我 们 假设 计算 者 执行 的 操作 被 划分 为 “简单 操作 ”一 一 这 些 
操作 十 分 基础 ， 并 且 无 法 进一步 细 分 。 这 些 操作 包括 物理 系统 的 一 
些 变 化 ， 比 如 计算 者 和 他 的 磁带 的 变化 。 如 果 知 道 磁 带 上 的 符号 顺 
序 ， 我 们 就 可 以 知道 系统 的 状态 ， 这 些 符 号 的 顺序 可 以 通过 对 计算 


者 和 计算 者 的 心理 状态 观察 而 知 。 我 们 可 以 假设 ， 在 一 个 简单 的 操 
作 中 ， 至 多 有 一 个 符号 被 修改 。 


我 们 将 借助 图 灵 的 方法 ， 从 分 析 人 类 如 何 进 行 计算 开始 。 请 考虑 一 
下 这 个 问题 : 
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在 处 理 这 样 的 问题 时 ， 我 们 首先 会 识别 到 加 号 “+” 以 及 格式 ， 认 识 
到 这 是 一 个 加 法 问题 。 我 们 将 此 视 作 已 知 ， 并 且 仔 细 观 内 如 何 处 理 这 个 
计算 。 我 们 知道 要 从 最 右 侧 的 一 列 开始 ， 但 古 如 果 打 算 细 分 所 有 细 市 ， 
就 需要 解释 我 们 是 如 何 进行 定位 的 。 我 们 从 左 至 右 浏 览 不 同 的 列 ， 在 看 
到 一 列 空格 时 ， 最 右 侧 的 列 是 我 们 读 入 的 最 后 一 列 。 


我 们 通常 不 考虑 空白 符 写 ， 但 是 它们 对 计算 十 分 重要 。 空 白 列 告 诉 
我 们 从 哪里 开始 ， 到 哪里 结束 。 它 们 很 重要 ， 所 以 有 必要 使 用 一 个 符号 
显 式 地 表示 它们 。 我 们 将 使 用 希腊 字母 8。 这 个 问题 可 以 被 改写 为 : 
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一 旦 我 们 定位 了 从 哪里 开始 ， 就 可 以 将 那 一 列 的 数字 加 起 来 。 存 在 
两 种 可 能 的 情况 : 一 种 是 数字 相 加 小 于 10， 在 这 种 情况 下 ， 需 要 进位 给 
下 一 列 的 数值 就 是 0， 另 一 种 是 数字 相 加 后 等 于 或 大 于 10， 在 这 种 情况 
下 ， 进 位 给 下 一 列 的 数值 就 是 1。 在 两 种 情况 下 ， 我 们 都 写 下 单位 数 ， 
移 到 左边 的 下 一 列 《 在 我 们 的 例子 中 ，5 + 7 得 到 进位 数 1， 单 位 数 2) 。 
我 们 重复 这 一 过 程 ， 将 列 中 的 数字 与 进位 数 相 加 ; 写 下 单位 数 ， 并 且 计 


算 新 的 进位 数 。 继 续 下 去 ， 我 们 可 能 会 遇 到 一 列 含 有 一 个 空格 符号 和 非 
空格 符号 〈 在 我 们 的 例子 中 ， 这 一 列 包 括 3 和 空格 ) 。 在 这 些 情 况 下 ， 
就 相当 于 0 + 3 = 3。 


在 茶 一 步 中 ， 我 们 从 一 列 疝 左 移动 ， 直 到 我 们 来 到 完全 是 空格 的 那 
一 列 。 如 宋 有 来 自前 一 列 的 进位 数 ， 我 们 写 下 1 并 且 俘 止 。 如 果 进 位 数 
古 0， 我 们 什么 都 不 写 ， 只 是 停止 。 


这 个 例子 说 明了 我 们 在 计算 时 需要 完成 的 任务 一 一 我 们 需要 读 入 数 
据 ， 我 们 需要 写 入 ; 我 们 需要 将 计算 划分 为 有 限 数量 的 简单 组 成 。 这 些 
组 成 就 是 图 灵 所 指 的 心理 状态 ， 人 们 将 其 简称 为 状态 。 


人 类 计算 者 必须 将 数据 作为 输入 。 一 般 而 言 ， 这 些 输入 被 写 在 纸 上 
或 纸 的 不 同 页 上 ， 但 是 正如 图 灵 提 到 的 ， 这 些 同样 可 以 写 在 磁带 上 。 没 
有 使 用 二 维 数 据 或 指令 的 必要 性 ， 也 没有 合理 的 理由 让 我 们 一 次 读 入 不 
止 一 个 符号 。 因 此 ， 将 输入 放 在 磁带 上 ， 并 且 拥 有 一 次 可 以 读 入 一 个 符 
号 的 磁头 ， 就 足以 设计 出 可 以 变 为 计算 者 的 机 絮 。 


他 指出 ， 在 计算 过 程 中 ， 计 算 机 将 处 于 多 种 心理 状态 。 计 算 者 下 一 
步 会 做 什么 ， 取 决 于 他 的 心理 状态 以 及 他 从 磁 市 上 读 到 了 什么 。 通 过 这 
种 方式 ， 图 元 了 解 了 人 类 如 何 进行 计算 ， 证 明了 所 有 操作 都 可 以 由 他 的 
机 需 完 成 。 实 际 上 ， 图 有 将 计算 拆 解 为 不 同 的 部 分 ， 并 证 明 图 灵机 可 以 
完成 各 部 分 的 操作 。 


当时 ， 图 灵 正 在 设计 一 台 理论 机 器 ， 他 打算 使 用 这 台 机 器 证 明 这 些 
关于 计算 的 结果 一 他 并 没有 设计 现实 机 器 。 他 希望 这 台 机 器 足够 简 
单 ， 所 以 他 选择 了 可 以 读 写 的 单一 磁带 和 单一 磁头 ， 而 没有 分 别 使 用 输 
入 和 输出 磁带 。 


你 只 需要 增加 一 些 附加 性 质 ， 残 可 以 将 有 限 上 自动 机 改造 为 图 灵机 。 
我 们 通过 审视 这 些 需 要 做 出 的 改变 来 开始 我 们 的 研究 。 第 一 个 重要 的 改 


变 是 图 灵机 与 磁带 交互 的 方式 。 除 了 同 右 移动 ， 磁 类 也 可 以 同 左 移动 
《可 能 有 些 奇 怪 一 一 磁带 是 静止 的 ， 磁 头 在 移动 。 但 是 这 就 是 图 灵 描 述 
的 工作 方式 ， 而 且 这 一 方式 已 经 被 广泛 接纳 ) 。 第 二 个 重要 的 改变 是 磁 
头 既 可 以 在 磁带 上 写 下 符号 ， 也 可 以 读 取 符 号。 在 磁 市 上 写 下 符号 使 机 
器 可 以 存储 之 后 计算 中 将 要 用 到 的 中 间 结 果 ， 这 也 为 机 器 提供 了 输出 最 
终结 果 的 方法 。 


我 们 在 搬 绘 图 灵机 的 构造 时 ， 将 分 析 磁 尖 从 一 个 状态 回 为 一 个 状态 
移动 的 箭头 上 都 做 了 什么 。 例 如 ， 假 设 我 们 正 处 于 状态 4A， 从 磁带 上 该 
到 了 一 个 0。 对 于 有 限 上 自动 机 而 言 ， 我 们 只 需要 知道 将 进入 哪 一 个 新 状 
态 。 但 是 对 于 图 元 机 而 言 ， 我 们 不 仅 需 要 知道 将 进入 哪个 状态 ， 还 要 知 
道 在 磁带 上 写 下 什么 ， 以 及 回 哪 个 方向 移动 磁头 。 在 我 们 的 例子 中 ， 假 
设 从 磁 融 读 入 0 后 ， 我 们 移动 到 状态 B， 用 X 改 写 0， 然 后 将 磁头 问 左 移 
动 一 步 。 我 们 将 在 图 4-1 中 体现 这 些 信息 。 
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图 4 -1 图 灵机 示意 图 


在 我 们 画 出 的 图 灵机 示意 图 中 ， 每 一 个 箭头 都 会 被 标 记 一 个 三 元 符 
号 : 第 一 个 是 当前 磁头 正在 读 入 的 符号 ， 第 二 个 是 磁头 用 来 绑 兰 旧 符 号 
的 新 符号 ， 第 三 个 告诉 我 们 磁头 将 会 癌 大 还 是 同 右 移动 一 步 〈 工 代表 问 
左 移动 ，R 代 表 问 右 移动 ) 。 


图 灵机 的 第 三 个 重要 的 改变 在 于 磁 融 的 长 度 。 人 们 经 癌 将 图 灵机 的 
磁带 描述 为 无 限 长 。 这 是 因为 我 们 不 想 由 于 磁带 耗 尽 而 导致 计算 结 
我 们 通常 假设 磁带 的 长 度 长 到 足以 应 对 任何 理论 计算 。 举 个 例子 ， 如 果 
宇宙 一 共 包含 N 个 粒子 ， 我 们 没 办 法 拥有 一 个 可 以 写 上 N + 1 个 符号 的 磁 
市 。 所 以 ， 我 们 无 法 执行 一 个 需要 写 着 N + 1 个 符号 的 磁带 的 运算 。 但 
古 在 计算 理论 中 ， 我 们 只 关注 理论 限制 ， 而 非 物 理 限 制 。 我 们 无 法 获得 


一 个 写 着 N + 1 个 符号 的 物理 磁带 ， 这 个 事实 为 我 们 揭示 了 一 些 有 关 宇 
宙 的 限制 ， 但 它 没 有 告诉 我 们 任何 关于 计算 的 理论 限制 。 尽 管 我 们 说 磁 
带 是 无 限 的 ， 但 在 计算 的 任意 一 个 节点 ， 磁 带 上 只 会 写 着 有 限 多 个 符 
号 ， 磁 带 的 其 余部 分 是 空白 的 。 为 了 准确 表示 磁带 上 有 什么 ， 我 们 有 必 
要 使 用 一 个 符号 表示 磁带 上 的 一 个 单元 是 空白 的 。 例 如 ， 如 果 磁 带 上 已 
经 写 了 011， 我 们 将 表示 为 “...888011888...”， 字 符 串 两 边 的 点 表示 无 限 
空白 。 通 常情 况 下 ， 使 用 这 些 空白 可 以 让 机 器 知道 它 已 经 到 达 输 入 字符 
串 的 终点 一 一 与 有 限 自 动机 在 到 达 输 入 末尾 时 就 会 停止 计算 不 同 ， 图 灵 
机 可 以 继续 运行 。 在 这 些 例子 中 ， 我 们 需要 某 些 符号 来 表示 磁头 来 到 了 
输入 字符 串 的 结尾 ， 现 在 正在 读 入 空白 单元 。 


图 灵机 的 第 四 个 重要 的 改变 是 图 灵机 有 唯一 的 接纳 状态 和 唯一 的 拒 
绝 状 态 。 这 些 状态 都 是 陷阱 。 一 旦 我 们 到 达 这 些 状 态 ， 就 可 以 停止 计 
算 。 如 果 在 计算 中 到 达 接 纳 状态 ， 我 们 会 立即 接纳 这 个 字符 串 ， 即 使 这 
个 字符 串 还 有 和 内 容 没 有 读 入 。 如 果 我 们 到 达 拒 绝 状态 ， 我 们 将 立即 拒 缀 
这 个 字符 串 。 


人 们 约定 ， 当 图 灵机 工作 时 ， 读 写 头 从 输入 字符 串 最 左 侧 的 非 空白 
符号 开始 读 取 。 我 将 列举 一 些 设计 和 运行 图 灵机 的 例子 ， 以 阐明 这 些 见 
。 


= 


图 灵机 的 例子 


我 们 从 上 一 章 第 一 个 有 限 自动 机 的 例子 开始 。 一 个 机 器 可 以 识别 由 
0 和 1 组 成 的 字符 串 中 的 奇数 个 1 (图 3_1 对 此 进行 了 描述 ) 。 我 们 让 图 灵 
机 拥有 两 个 状态 _ 状态 4 和 状态 B，A 对 应 机 器 读 入 了 偶数 个 1，B 对 应 
读 入 了 奇数 个 1。 对 有 限 自动 机 而 言 ， 我 们 可 以 让 B 成 为 接纳 状态 。 如 果 
下 一 个 输入 是 1， 那 么 机 器 将 移 回 状态 4， 表 示 有 偶数 个 1 输入 。 我 们 无 
法 用 图 灵机 完成 这 个 过 程 。 一 旦 图 灵机 进入 输入 状态 ， 它 将 停止 计算 ， 


接纳 这 个 字符 串 。 我 们 还 可 以 让 B 成 为 我们 读 入 了 奇数 个 1 这 个 状态 ， 
但 是 需要 设置 一 个 独立 状态 ， 使 其 成 为 接纳 状态 。 第 三 个 状态 ， 即 接纳 
状态 ， 我 们 用 C 来 表示 。 现 在 ， 我 们 需要 一 种 方式 ， 让 这 个 机 器 在 读 入 
一 整个 字符 串 后 ， 接 纳 或 拒绝 这 个 字符 串 。 一 种 方法 是 利用 “输入 字符 
串 结 束 后 ， 磁 头 将 读 入 一 个 空 日 符 " 这 个 事实 。 当 疼 灵 机 读 入 输入 符号 有 
时 ， 我 们 将 利用 这 点 ， 引 入 一 条 从 状态 B 到 接纳 状态 C 的 箭头 。 


图 4-2 就 是 我 们 描绘 的 图 灵机 。 在 这 个 简单 的 例子 中 ， 磁 头 会 在 每 
一 次 操作 后 同 右 移动 。 所 以 ， 每 个 箭头 上 的 第 三 个 符号 都 是 R。 我 们 不 
需要 在 磁带 上 写 任何 东西 ， 所 以 我 们 选择 不 处 理 这 些 符号 。 通 过 使 用 同 
样 的 符号 进行 复写 可 以 完成 这 个 过 程 。 因 此 ， 每 个 稍 头 上 标记 的 第 二 个 
符号 与 第 一 个 符号 相同 。 当 我 们 读 入 这 些 符号 的 时 候 ， 就 可 以 删除 这 些 
符号 。 在 这 种 情况 下 ， 每 个 箭头 上 的 中 间 符 号 如 果 都 是 p， 在 计算 完成 
后 ， 磁 带 会 变 为 完全 空 日 。 
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TM,: 有 奇数 个 1 的 字符 囊 
图 4- 2 图 灵机 模型 
最 终 的 结果 是 拒绝 状态 ， 相 连 的 箭头 会 被 忽略 。 如 果 我 们 想 要 引入 
停止 状态 ， 就 会 有 一 条 标记 “PR” 的 箭头 从 状态 A 连 接 到 停止 状态 。 


算法 


在 下 面 的 所 有 例子 中 ， 我 们 都 将 重复 这 个 过 程 : 描述 一 个 算法 来 解 
决 问题 ， 再 设计 一 个 图 灵机 来 实现 这 一 算法 。 以 我 们 刚刚 讨论 过 的 问题 
为 例 ， 算 法 应 该 是 : 从 字符 串 的 左边 开始 ， 每 次 向 右 移动 一 步 。 在 每 一 
步 中 ， 记 录 我 们 读 入 的 偶数 个 1 或 奇数 个 1。 一 旦 我 们 来 到 和 输入 的 结尾 
〈 即 我 们 读 入 一 个 空白 符 ) ， 如 宁 读 入 奇数 个 1， 束 接纳 这 个 字符 串 ， 
如 果 读 入 偶数 个 1， 就 拒绝 这 个 字符 串 。 


等 量 的 0 和 1 


我 们 想 要 一 个 算法 来 观察 字符 串 中 的 0 和 1， 判 断 它 们 的 数量 是 售 相 
。 有 很 多 方法 可 以 实现 这 点 。 你 或 许 认 为 ， 我 们 能 够 记 住 0 和 1 的 数 
然后 查看 这 两 个 数量 是 否 相等 。 这 对 掌握 技术 能 力 的 人 类 而 言 是 可 
行 的 ， 但 是 对 机 器 来 说 ， 这 却 不 是 最 简单 的 处 理 方 法 。 一 个 更 加 简便 的 
方法 是 使 用 图 灵机 ， 将 0 和 1 配对 ， 然 后 删除 这 对 数字 。 不 断 重 复 这 一 过 
程 ， 直 到 无 法 继续 。 如 果 我 们 删除 了 字符 串 中 的 所 有 符号 ， 那 么 我 们 束 
可 以 知道 ， 字 符 串 中 的 0 和 1 的 数量 相同 ， 可 以 接纳 这 个 字符 串 。 如 果 字 
和 从 串 里 有 1 或 0 剩余 ， 我 们 就 拒绝 这 个 字符 串 。 


时 六 


这 台 机 器 将 拥有 写 下 新 符号 X 的 能 力 。 它 将 使 用 这 个 符号 来 覆盖 0 和 
1 组 成 的 数 对 。 


现在 ， 我 们 来 详细 描述 一 下 这 人 台 机 器 的 操作 : 它 将 匹配 0 和 1。 如 果 
首先 读 入 1， 它 将 用 X 取 代 1， 并 寻找 对 应 的 0。 如 果 发 现 了 0， 它 将 用 X 
取代 0， 并 且 返 回 输入 字符 串 的 起 始 位 置 。 如 果 没 有 发 现 可 以 与 1 配对 的 
0， 它 将 在 拒绝 状态 停止 。 如 果 机 器 首先 读 入 0， 它 将 用 X 取 代 0， 并 且 寻 
找 对 应 的 1。 


图 4-3 对 这 全 机 器 进行 了 描述 。 理 解 这 合 机 器 上 发 生 了 什么 ， 有 助 
于 理解 每 个 状态 的 意义 。 
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TM,: 拥有 相同 数量 0 和 1 的 字符 串 
图 4-3 判断 0 和 1 数量 的 图 灵机 


开始 状态 5S 说 明 : 我 需要 将 磁头 不 断 向 右 移动 ， 以 寻找 最 左 侧 的 0 或 
1。 如 果 发 现 了 一 个 0， 我 将 用 X 取 代 它 ， 并 且 移动 到 状态 B。 如 宁 发 现 
了 一 个 1， 我 将 用 X 取 代 它 ， 并 移动 到 状态 C。 如 果 发 现 了 一 个 X， 我 不 
会 处 理 它 ， 并 停留 在 状态 Ss。 如 末 我 没有 发 现 0 或 1， 并 且 读 入 了 空白 
符 ， 我 知道 它们 一 定 都 被 配对 了 ， 所 以 我 移动 到 状态 A。 


状态 B 说 明 : 我 刚刚 读 入 了 一 个 0， 现 在 需要 发 现 一 个 1 来 进行 配 
对 。 我 将 磁头 向 磁带 右 侧 移动 。 如 果 读 入 一 个 0 或 一 个 K， 我 会 继续 。 如 
果 读 入 一 个 1， 我 会 用 X 取 代 它 ， 并 移动 到 状态 D。 


状态 C 与 状态 B 类 似 ， 但 是 要 把 0 和 1 互 换 。 它 说 明 : 我 刚刚 读 入 一 
个 1， 现 在 需要 一 个 0 来 进行 配对 。 


如 果 一 个 “0-1” 数 对 家 X 代 蔡 ， 我 就 会 进入 状态 D。 这 从 机 器 需要 为 
下 一 次 计数 进行 重 置 ， 将 磁头 归 位 到 左 侧 ， 重 新 进入 开始 状态 。 


状态 D 说 明 : 我 刚刚 消除 了 一 个 由 0 和 1 组 成 的 数 对 ， 必 须 回 到 开始 
状态 。 我 继续 将 磁头 同 左 移动 ， 忽 略 其 他 符 写 ， 和 直到 我 恋 入 空白 符 
这 个 符号 说 明 我 来 到 了 左边 的 终点 。 我 将 磁头 向 右 移动 一 步 ， 获 得 第 一 
个 非 空 白 符号 ， 并 且 回 到 开始 状态 S。 


在 上 一 章 中 ， 我 们 没有 描述 拒绝 状态 ， 因 为 它 是 一 个 陷阱 。 如 宋 你 
拥有 一 个 0 和 1 数量 不 等 的 字符 串 ， 那 么 你 将 在 状态 B 或 C 里 停止 ， 并且 
获得 一 个 8 作为 输入 。 这 意味 着 这 全 机 器 达到 拒绝 状态 ， 计 算 停止。 


为 了 理解 这 人 台 机 器 ， 我 们 设计 了 一 些 由 0 和 1 组 成 的 短 字符 串 。 字 符 
串 0011 是 一 个 好 例子 。 机 需 将 在 字符 串 两 边 加 上 空白 单元 。 所 以 ， 我 们 
的 初始 字符 串 是 B0011B6。 最 初 儿 个 状态 如 图 4-4 所 示 。 


在 这 一 阶段 ， 这 台 机 右 已 经 完成 了 消除 “0-1” 数 对 的 一 次 达 代 ， 并 
且 人 返回 开始 状态 ， 将 磁头 归 位 到 字符 串 最 左 侧 。 经 过 其 他 几 次 达 代 后 ， 
剩余 的 0 和 1 将 被 消除 ， 来 到 图 4-5 状 态 。 


在 这 一 点 ， 人 磁头 继续 向 右 移 动 ， 机 器 保留 在 状态 53， 下 到 它 到 达 石 
侧 的 空白 单元 。 在 此 之 后 ， 这 合 机 器 将 进入 接纳 状态 ， 计 算 停 止 。 


平衡 括号 


下 一 个 图 灵机 关注 平衡 括号 的 问题 。 正 如 我 们 在 上 一 章 结尾 提 到 
的 ， 这 是 男 一 个 无 法 用 有 限 自动 机 解决 的 问题 。 我 们 将 使 用 上 一 个 例子 
中 用 到 的 方法 进行 处 理 ， 定 位 一 个 左 括号 和 一 个 右 括号 ， 用 X 取 代 这 个 
括号 对 。 但 是 ， 配 对 括号 要 复杂 一 些 。 我 们 不 能 单纯 计算 左 括号 和 右 括 
号 的 数量 ， 碍 看 两 个 数量 是 否 相等 ， 必 须 检 查 所 有 括号 是 否 被 正确 地 配 
对 。 例 如 ,“) 〈) 《2 有 相同 数量 的 左右 括号 ， 但 是 它们 并 不 平衡 。 


图 4 -4 短 字 符 串 初始 状态 


sr 


图 4 -5 短 字 符 串 经 过 选 代 后 的 状态 


确定 这 一 序列 是 否 平衡 的 一 个 方法 ， 是 同 字 符 串 右 侧 移动 ， 直 到 你 
发 现 第 一 个 右 括 号 。 用 X 取 代 这 个 右 括号 ， 然 后 同 左 移动 。 你 读 入 的 第 
一 个 元 插 号 与 你 刚刚 用 X 取 代 的 括号 配对 ， 所 以 你 把 这 个 左 插 号 用 X 答 
人 


图 4-6 描 述 了 相关 的 图 灵机 。 每 个 状态 的 意义 如 下 。 
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TM;: 平衡 括号 
图 4-6 平衡 括号 图 灵机 
状态 S 说 明 : 我 将 继续 把 磁头 辐 右 移动 ， 直 到 我 读 入 右 括 号 。 当 我 
读 入 一 个 右 括 号 后 ， 我 将 用 X 取 代 它 ， 并 且 移 动 到 状态 B， 如 果 我 来 到 
了 字符 串 尾 端 ， 而 且 没 有 读 入 右 括号 ， 就 知道 没有 剩余 的 右 括号 。 我 移 
动 到 状态 C。 


状态 C 说 明 ; 磁头 在 字符 串 的 右 端 ， 没 有 剩余 的 右 括号 。 我 需要 把 
磁头 向 左 移动 ， 检 查 可 能 剩余 的 左 括号。 如 果 我 发 现 了 一 个 左 括号 ,我 


就 会 进入 拒绝 状态 。 如 果 没 有 发 现 左 括号 ， 我 最 终 会 来 到 空白 单元 ， 这 
告诉 我 们 整个 字符 串 都 是 由 X 组 成 的 ， 于 是 我 会 进入 接纳 状态 。 


真正 理解 这 台 机 器 如 何 工作 ， 有 助 于 我 们 在 其 他 情况 下 使 用 它 。 图 
4-7 是 我 们 在 这 个 字符 串 上 运行 图 灵机 的 最 初 几 步 《完整 过 程 在 注释 中 
由 ) . 


图 4 -7 在 字符 串 上 运行 图 灵机 


可 计算 函数 和 计算 


迄今 为 上 上， 我 们 讨论 的 图 灵机 都 被 用 于 解决 是 非 问 题 。 当 且 仅 当 图 
灵机 到 达 接 纳 状 态 时 ， 它 才 接 纳 字 符 串 。 但 是 ， 图 灵机 拥有 在 人 磁带 上 书 
写字 符 的 能 力 ， 所 以 它 有 输出 答案 的 其 他 方式 。 它 可 以 将 答案 留 在 磁带 
上 。 我 们 将 简要 地 探讨 这 一 理念 。 


可 计算 函数 


自然 数 都 是 正 整 数 。 我 们 将 使 用 一 元 符号 表示 这 些 数 字 。 每 个 数值 
通过 1 重复 出 现 的 准确 次 数 来 表示 《例如 ，4 被 写作 1111) 。 我 们 观察 那 
些 图 灵机 ， 它 们 以 有 限 个 1 组 成 的 字符 串 为 输入 ， 在 接纳 状态 结束 ， 接 
纳 有 限 个 1 组 成 的 字符 串 。 例 如 ， 我 们 可 能 有 这 样 一 个 图 灵机 : 初始 字 
符 串 是 1111， 进 入 接纳 状态 后 ， 在 人 磁带 上 的 字符 串 是 111111。 我 们 可 以 
这 样 理解 : 输入 数字 4， 输 出 数字 6。 我 们 可 以 将 这 些 机 器 视 作 一 种 用 于 
自然 数 的 函数 : 输入 一 个 自然 数 ， 输 出 一 个 自然 数 。 这 些 函 数 被 称 作 可 
计算 函数 。 


这 些 函 数 在 计算 理论 中 起 到 了 关键 作用 。 我 们 的 定义 与 图 灵机 有 
天， 但 是 其 他 数学 家 和 逻辑 学 家 借助 非常 不 同 的 方式 设计 了 这 些 函 数 。 
在 下 一 章 里 ， 我 们 将 探讨 印 奇 的 方法 。 这 些 不 同 的 方法 产生 了 相同 函数 
的 事实 说 明 ， 它 们 是 等 价 的 。 它 们 是 同一 事物 的 不 同 表达 方式 。 


现在 ， 你 可 能 想 看 一 些 “ 将 上 自然 数 转变 为 目 然 数 "的 可 计算 函数 的 例 
子 ， 以 及 一 些 不 可 计算 函数 的 例子 。 你 能 想到 的 任何 例子 都 是 可 计算 
的 。 例 如 ， 包 含 加 法 、 乘 法 、 野 运算 和 指数 运算 的 函数 都 是 可 计算 的 。 
事实 上 ， 不 可 计算 函数 很 难 被 描述 ， 但 是 当 我 们 介绍 忙碌 的 海 狸 函数 


时 ， 就 可 以 看 到 一 个 不 可 计算 函数 的 例子 《我 们 将 定义 这 个 函数 ， 并 且 
在 分 析 不 可 判定 的 问题 时 ， 证 明 它 为 什么 是 不 可 计算 的 ) 。 


计算 

我 们 同样 设计 了 可 以 进行 常规 数学 运算 的 图 灵机 。 设 计 一 个 图 灵机 
来 完成 两 个 自然 数 的 加 法 并 不 困难 。 如 果 我 们 想 要 计算 2 + 3， 以 一 元 形 
式 书 写 就 是 11 + 111。 机 器 将 会 输出 11111。 设 计 这 个 加 法 机 器 的 一 个 简 
单方 法 是 消除 第 一 个 1 (用 有 复写 这 个 1) ， 之 后 用 1 复写 “+”( 加 号 ) 。 


我 们 还 可 以 设计 一 个 乘法 机 器 。 在 这 个 例子 中 ， 如 果 我 们 输入 1111 
x 111， 输 出 111111111111。 下 面 ， 我 们 将 简单 地 描述 这 个 机 器 如 何 进 


第 一 步 是 消除 最 左 侧 的 1， 然 后 将 磁头 回 右 移动 到 “x”( 乘 号 ) ， 并 
且 用 X 符 写 取 代 所 有 1， 我 们 将 获得 B111 xXXX。 


第 二 步 是 将 磁带 左 侧 的 第 一 个 1 消除 ， 将 磁头 移动 到 “x” 的 右 侧 。 
个 X 都 被 换 为 Y， 但 是 每 进行 一 次 从 X 到 Y 的 转换 ， 我 们 就 在 字符 串 结尾 
增加 一 个 1， 我 们 将 获得 BB11 xYYY111。 


我 们 再 次 消除 最 左 侧 的 1; 将 7 变 回 为 XY， 并 在 字符 串 结 尾 增 加 1， 结 
果 是 BB1 xXXX111111。 


再 重复 一 次 ， 我 们 会 得 到 BBBxYYY111111111。 


这 个 机 右 现 在 开始 寻找 最 左 侧 的 非 空白 符号 。 它 读 入 了 “x”。 这 让 
它 将 所 有 了 Y 和 X 换 为 1， 并 且 停 止 。 我 们 最 后 得 到 的 结果 是 
111111111111。 


减法 和 整数 除法 的 编码 并 不 困难 。 一 旦 拥有 了 可 以 计算 加 法 、 乘 
法 、 减 法 和 除法 的 图 灵机 ， 我 们 就 可 以 将 它们 结合 为 一 个 能 够 进行 四 则 


运算 的 图 灵机 。 


印 可 一 图 姑 论 题 


正如 我 们 在 本 章 开 始 提 到 的 ， 解 决 判定 问题 的 第 一 步 是 给 出 一 个 算 
法 的 定义 。 图 灵 考 虑 了 计算 应 该 包含 的 内 容 ， 提 取 了 基本 步骤 ， 并 且 使 
用 它们 来 定义 图 姑 机 。 之 后 ， 他 将 算法 定义 为 任何 能 够 由 图 灵机 计算 的 
事物 。 


这 是 一 个 定义 ， 因 此 它 无 法 被 证 明 或 推翻 ， 但 你 能 够 判断 这 个 定义 
是 否 准 确 。 人 们 通常 觉得 算法 是 进行 计算 的 步骤 。 图 灵 给 出 了 这 个 步 又 
的 正式 定义 。 如 果 你 认为 这 个 定义 是 正确 的 ， 就 必须 接受 所 有 能 够 由 图 
灵机 实现 的 算法 。 如 果 你 认为 这 个 定义 是 错误 的 ， 就 应 该 想 出 一 个 更 好 
的 定义 ， 并 且 给 出 一 个 例子 ， 让 人 们 认为 这 才 是 算法 ， 但 是 图 灵机 无 法 
实现 。 


两 种 方法 都 有 人 答 斌 过， 最 终 人 们 达成 了 一 致 ， 认 为 图 灵 已 经 抓 住 
了 一 个 程序 作为 算法 的 本 质 意义 。 当 然 ， 还 存在 算法 的 其 他 定义 。 回 忆 
一 下 印 奇 在 图 灵 之 前 发 表 的 关于 判定 问题 的 论文 。 印 奇 同样 需要 定义 什 
么 是 有 效 程序 。 他 通过 4 积分 做 出 了 定义 。 图 灵 在 阅读 印 奇 的 论文 后 意 
识 到 ， 共 有 两 种 不 同 的 定义 。 研 究 之 后 ， 他 发 现 尽管 两 种 定义 看 起 来 非 
常 不 同 ， 但 它们 却 是 等 价 的 。 实 际 上 ， 它 们 定义 了 完全 相同 的 概念 。 他 
快速 修改 了 目 己 的 论文 ， 赶 在 发 表 前 增加 了 对 这 种 等 价 性 的 证 明 。 


印 奇 一 图 灵 论 题 是 这 两 种 定义 都 抓 住 了 “一 个 过 程 作为 算法 的 意 
义 ” 的 本 质 。 通 疝 ， 这 个 定义 是 这 样 表述 的 : 任何 能 够 由 图 灵机 计算 的 
事物 。 


除了 A 积分 ， 还 有 其 他 关于 有 效 程序 的 定义 。 波 斯 特定 义 了 正则 系 
统 ， 克 羔 尼 定义 了 一 般 北 归 系 统 。 这 些 例子 都 被 证 明 与 印 奇 和 图 灵 的 定 


义 等 价 。 这 种 等 价 性 意味 着 尽管 使 用 的 方法 不 同 ， 它 们 描述 了 完全 相同 
的 功能 或 性 质 。 


在 数学 中 ， 用 于 描述 概念 的 标记 非常 重要 。 例 如 ， 和 牛顿 和 莱 布 尼 次 
同时 发 现 了 微 积 分 ， 但 是 他 们 使 用 的 标记 却 非 党 不 同 。 事 实证 明 ， 羔 布 
尼 次 使 用 的 标记 远 比 牛 顿 用 于 复杂 计算 的 标记 高 级 。" 三 羔 布 尼 次 使 用 的 
标记 ， 一 种 名 为 v 答 代 法 的 整合 技术 非常 容易 学 习 。u 丛 代 法 实际 上 应 用 
了 链 式 法 则 ， 但 是 这 个 标记 的 高 明之 处 在 于 隐藏 了 这 个 事实 。 


正如 动 兰 特 :罗素 所 说 :“ 一 个 好 的 标记 同时 具备 精妙 性 与 建议 性 ， 
有 时 这 会 让 它 看 起 来 像 一 个 棚 棚 如 生 的 老师 。” 三 这 些 评 论 与 图 灵 和 图 
灵 对 算法 的 定义 极为 契合 。 许 多 人 以 截然 不 同 的 方式 定义 和 描述 了 算 
法 ， 但 是 图 灵 的 描述 非常 容易 可 视 化 ， 这 为 计算 研究 提供 了 一 个 简单 的 
框架 。 在 印 奇 和 图 灵 撰 写 论文 之 前 ， 哥 德尔 不 能 确定 人 们 能 否 准 确定 义 
算法 。 甚 至 在 读 过 印 奇 的 定义 以 后 ， 他 还 是 不 能 确定 ， 但 是 看 回 图 灵 的 
论文 ， 他 立即 被 图 灵 的 方法 说 服 。 


计算 能 


我 们 已 经 看 到 ， 图 灵机 是 具备 一 些 额 外 功能 的 有 限 自动 机 。 有 限 自 
动机 的 计算 能 力 相当 有 限 一 一 平衡 括 写 超出 了 它们 的 能 力 范 畴 ， 而 图 灵 
机 则 可 以 执行 任何 算法 。 如 采 我 们 为 图 灵机 增加 更 多 功能 ， 会 让 它 变 得 
更 强大 吗 ? 例如 ， 为 图 灵机 配备 两 个 磁带 和 磁头 。 我 们 可 以 预 留 一 个 磁 
头 用 于 输入 和 输出 。 当 我 们 使 用 它 的 时 候 ， 最 好 有 一 个 键盘 用 于 输入 ， 

个 显示 器 用 于 输出 。 但 是 ， 无 论 我 们 增加 何 种 额外 功能 ， 机 器 的 计算 
能 力 都 不 会 得 到 提升 。 新 机 器 或 许 更 易于 使 用 ， 但 是 它 能 计算 的 任何 事 
物 都 可 以 由 标准 图 天机 实现 ， 因 为 图 灵机 是 一 个 理论 模型 ， 没 有 对 输入 
规模 或 计算 所 需 时 间 进 行 限制 ， 它 能 做 的 事情 远 超过 任何 一 个 受 限于 输 
入 规模 和 寿命 的 人 类 计算 者 。 


这 些 标记 同样 适用 于 量子 计算 机 。 三 这 些 计算 机 通常 被 描述 为 计算 
领域 的 下 一 次 飞跃 一 一 它们 更 加 强大 ， 有 能 力 解决 超出 传统 计算 机 能 
范畴 的 问题 。 量 子 计 算 带 来 的 进步 是 速度 。 如 果 现 实 的 量子 计算 机 被 制 
造 出 来 ， 它 们 或 许 能 够 以 比 我 们 目前 的 计算 机 快 得 多 的 速度 解决 菜 些 问 
题 。 一 些 在 传统 计算 机 上 需要 指数 时 间 才 能 完成 的 算法 ， 在 一 台 量 子 计 
算 机 上 只 需要 多 项 式 时 间 。 我 们 将 简要 解释 这 种 进步 具备 何 种 意义 。 


多 项 式 时 间 


这 里 的 时 间 指 的 是 计算 的 步骤 数 。 我 们 可 以 设想 每 一 步 需要 一 秒 来 
执行 。 一 般 来 说 ， 步 又 数 的 多 少 取决 于 输入 字符 串 n 的 大 小 。 对 每 个 正 
整数 1， 将 有 许多 长 度 为 n 的 输入 字符 串 。 图 灵机 在 处 理 某 些 字 符 串 时 所 
需 的 步骤 数 ， 可 能 多 于 处 理 其 他 字符 串 所 需 的 步骤 数 ， 但 是 我 们 可 以 知 
道 每 个 n 对 应 的 最 大 步骤 数 。 这 使 我 们 获得 一 个 关于 mn 的 函数 Km， 即 完 
成 计算 所 需 的 最 大 步骤 数 。 之 后 ， 我 们 再 去 考虑 是 否 存在 一 个 多 项 
式 p(n)， 对 所 有 正 整 数 "， 都 能 使 p(n)>Hftn)。 如 果 存 在 这 样 一 个 有 边界 
的 多 项 式 ， 我 们 就 可 以 说 这 个 算法 是 一 个 多 项 式 时 间 算 法 。 


回想 一 下 我 们 处 理 平衡 括号 时 用 到 的 算法 。 假 设 我 们 有 一 个 长 度 
为 n 的 输入 字符 串 。 要 判断 这 个 字符 串 是 否 是 平衡 的 ， 图 灵机 所 需 的 最 
大 步骤 数 是 多 少 ? 我 们 需要 在 字符 串 两 边 使 用 空白 单元 ， 磁 类 不 断 在 磁 
带 上 向 左 、 向 右 移 动 ， 永 不 停止 。 一 旦 磁头 开始 向 右 移动 ， 它 就 会 一 直 
回 右 ， 直 到 用 X 取 代 一 个 括号 ， 或 者 计算 结束 。 一 旦 磁头 开始 同 大 移 
动 ， 它 束 会 一 直 疝 左 ， 和 直到 用 X 取 代 一 个 括 写 ， 或 者 计算 结束 。 癌 左 和 
向 右 移动 的 步 数 之 和 一 定 小 于 等 于 n+ 1。 当 且 仅 当 字 符 串 是 平衡 的 ， 并 
且 m 个 括号 都 被 X 取 代 时 ， 这 个 值 等 于 n+1〈 多 出 的 一 个 步骤 是 图 灵机 在 
检查 整个 字符 串 是 否 全 部 由 X 组 成 ) 。 随 着 磁头 向 左 、 向 右 移 动 ， 它 读 
入 了 磁带 上 的 非 空白 符号 ， 或 许 也 读 入 了 字符 串 左 边 或 右边 的 一 个 空白 


单元 。 之 后 ， 每 一 阶段 向 左 或 向 右 移动 的 步 又 数 最 多 是 n + 2。 所 以 ， 这 
个 计算 中 的 总 步 又 数 一 定 小 于 或 等 于 (n+ 1D)(n+2)=n*+3n+2。 


因为 判断 长 度 为 n 的 输入 字符 串 是 否 平衡 的 算法 所 需 时 间 上 限 为 pOmD 
=n*+ 3n+2， 我 们 已 经 证 明 ， 这 个 算法 是 多 项 式 时 间 算 法 。 


我 们 现在 可 以 为 判定 问题 分 类 。 我 们 用 P 来 表示 能 够 通过 图 灵机 在 
多 项 式 时 间 内 解决 的 判定 问题 ， 并 且 我 们 可 以 证 明 问题 "这 个 字符 串 是 
平衡 字符 串 ” 属 于 P。 


非 确 定性 图 灵机 


非 确定 性 图 灵机 是 图 灵机 的 变型 ， 它 在 东 一 时 刻 可 能 处 于 不 止 一 个 
状态 ， 所 以 它 可 以 同时 进行 多 个 计算 。 我 们 在 第 一 次 介绍 图 灵机 时 ， 使 
用 了 图 4-8 来 说 明 : 当 图 灵机 处 于 状态 A 的 时 候 ， 从 输入 磁带 上 读 入 0， 

图 灵机 移动 到 状态 B， 用 X 取 代 输 入 字符 ， 随 后 将 磁 尖 向 左 移动 。 
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图 4 -8 图 灵机 


对 非 确 定性 图 灵机 来 说 ， 当 它 读 入 一 个 输入 符号 时 ， 能 够 做 的 事 有 
不 止 一 个 选项 (如 图 4-9 所 示 )。 
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图 4 -9 非 确定 性 图 灵机 


这 意味 着 当 机 器 处 于 状态 A 时 ， 从 输入 磁带 上 读 入 0 可 以 有 两 个 选 
择 : 它 可 以 移动 到 状态 B， 用 X 取 代 输 入 符号 ， 并 且 同 左 移动 磁头 ; 也 
可 以 移动 到 状态 C， 用 Y 取 代 输 入 符号 ， 并 且 癌 右 移动 磁头 。 我 们 必须 
记录 计算 的 两 种 选择 《或 分 文 ) 。 每 个 阶段 都 可 以 有 许多 选择 ， 所 以 计 
算 通 凋 会 有 许多 分 文 。 如 宁 茶 个 分 文 到 达 接 纳 状 态 ， 图 灵机 将 会 停止， 
输入 字符 串 会 被 接纳 。 


需要 强调 的 是 ， 尽 管 名 字 叫 作 非 确定 性 图 灵机 ， 它 却 是 完全 确定 
的 。 当 我 们 描述 这 些 图 灵机 时 ， 通 利 会 使 用 “选择 ?或 “猜测 ”这 类 词 。 这 
些 对 初学 者 来 说 都 相当 有 误导 性 。 无 论 图 灵机 是 否 接纳 输入 字符 串 ， 它 
都 是 完全 确定 的 。 当 然 ， 想 要 证 明 输 入 字符 串 可 以 被 接纳 ， 我 们 只 需要 
找到 一 条 能 够 通 癌 接纳 状态 的 分 文 。 在 描述 某 个 特定 分 文 时 ， 你 必须 在 
每 一 步 做 出 正确 选择 ， 这 束 是 我 们 常 说 的 机 器 在 “选择 ”或 “猜测 ”正确 选 


项 。 


非 确定 性 图 灵机 会 并 行 计算 各 个 分 支 。 因 此 ， 它 通常 比 图 灵机 运行 
速度 快 ， 但 是 问题 在 于 ， 它 究竟 有 多 快 ? 是 否 存在 这 样 一 个 问题 ， 能 够 
用 非 确定 性 图 灵机 在 多 项 式 时 间 内 解决 ， 但 是 无 法 用 普通 图 灵机 在 多 项 
式 时 间 内 解决 ? 


我 们 用 NP 来 表示 非 确定 性 图 灵机 可 以 在 多 项 式 时 间 内 解决 的 判定 
问题 。 很 明显 ，P 是 NP 的 子 集 ， 但 是 否 存在 某 些 属于 NP 但 不 属于 P 的 问 
题 仍 然 悬 而 未 决 。 殉 雷 数学 研究 所 〈Clay Mathematics Institute) 悬赏 
100 万 美元 征集 这 个 问题 的 答案 。 一 些 人 推出， 量子 计算 机 能 够 在 多 项 
式 时 间 内 解决 的 问题 的 集合 ， 包 括 所 有 P 以 及 一 些 不 在 P 中 但 并 非 全 部 
都 是 NP 的 问题 。 然 而 ， 这 只 是 一 个 推测 。 我 们 必须 证 明 P 不 等 价 于 NP。 


基于 输入 规模 、 处 理 计算 所 需 的 时 间 和 存储 量 的 理论 是 复杂 度 理 
论 。 这 些 问 题 不 只 是 理论 问题 ， 而 且 具 有 重要 的 实际 应 用 。 大 多 数 互 联 
网 公司 需要 加 密 信 息 的 安全 方法 。 然 而 ， 我 们 推测 出 但 未 证 明 过 破解 目 
前 的 许多 加 密 方法 要 进行 指数 级 运算 。 如 果 能 够 证 明 我 们 的 互联 网 交易 
是 绝对 安全 的 ， 也 是 一 桩 好 事 。 


量子 计算 机 和 非 确定 性 图 灵机 或 许 在 某 些 情况 下 速度 更 快 ， 但 是 从 
计算 能 力 来 看 ， 它 们 并 没有 比 图 灵机 更 强大 。 在 本 书 中 ， 我 们 将 探讨 计 
算 机 可 以 解决 哪些 问题 ， 不 可 以 解决 哪些 问题 。 要 想 回 答 这 个 问题 ， 关 
注 基本 图 灵机 就 够 了 。 


不 会 停机 的 机 喜 


运 今 为 止 ， 我 们 讨论 的 范例 图 灵机 都 会 停止 。 给 定 任何 字符 串 ， 图 
灵机 或 者 进入 接纳 状态 ， 接 纳 这 个 字符 串 ， 或 者 进入 拒绝 状态 ， 拒 绝 这 
个 字符 串 。 但 是 ， 依 然 存 在 其 他 可 能 性 。 我 们 有 可 能 设计 出 一 个 永远 不 


会 停止 的 图 灵机 。 


考虑 一 下 图 4-10 中 描述 的 TM4。 如 果 输 入 字符 串 以 0 开始 ， 机 顺 会 
移动 到 接纳 状态 ， 计 算 会 停 上 。 如 采 输 入 10， 机 需 首 先 读 入 1， 移 动 到 
状态 B。 随 后 ， 机 器 读 入 0， 计 算 停止 ， 进 入 拒绝 状态 。 但 是 ， 如 有 果 我 们 
输入 11， 机 需 首 先 会 进入 状态 B， 随 后 读 入 第 二 个 1。 接 着 移动 到 状 
态 A， 磁 头 同 左 移 动 ， 我 们 又 回 到 了 起 始 位 置 。 这 个 过 程 会 一 直 重 复 。 
计算 永远 不 会 结束 。 
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TM,: 永 不 结束 的 11 
图 4- 10 永 不 停止 的 图 灵机 


因此 ， 图 灵机 的 计算 有 三 种 可 能 性 :一 个 计算 可 以 在 接纳 状态 停 
止 ， 也 可 以 在 拒绝 状态 停止 ， 或 者 永远 不 会 停止 。 如 宋 一 个 计算 永远 不 
会 停止 ， 我 们 称 这 个 图 灵机 发 生 了 偶 离 。 


请 注意 ， 这 一 点 和 有 限 目 动机 有 明显 的 区 别 。 有 限 目 动机 获得 一 个 


有 限 输 入 字符 串 ， 字 符 吕 从 左 至 右 被 谈 入 ， 当 来 到 字符 串 终 点 时 ， 机 器 
停止 。 因 此 ， 有 限 自 动机 总 会 停止 。 计 算 的 步骤 数 等 于 输入 字符 串 的 长 
度 。 


目前 ， 我 们 尚 不 清楚 偏离 计算 是 否 是 必要 的 。 某 些 人 认为 不 会 停止 
的 机 强 设 计 得 很 糟 业 ， 如 果 设 计 得 更 好 ， 它 们 应 该 能 够 在 所 有 输入 上 停 
止 。 但 是 ， 这 不 是 问题 的 关键 。 事 实 是 一 些 不 会 停止 的 计算 并 没有 设计 
缺陷 ， 这 不 是 我 们 能 够 排除 的 。 我 们 将 看 到 ， 这 种 “ 东 些 机 器 会 发 生 侦 
离 ” 的 性 质 对 于 我 们 能 够 计算 和 无 法 计算 的 事物 有 重要 影 啊 。 


在 继续 讨论 图 灵机 之 前 ， 我 们 会 走 一 个 小 弯路 ， 介 绍 许多 人 为 算法 
和 计算 做 出 的 非常 不 同 的 定义 。 虽 然 图 灵 的 定义 非常 简洁 ， 但 其 他 等 价 
定义 为 我 们 提供 了 审视 计算 的 不 同 观点 。 正 如 之 前 提 到 的 ， 一 些 从 茶 个 
角度 看 很 困难 的 事情 ， 从 为 一 个 角度 看 束 会 变 得 简单 。 我 们 将 在 下 一 章 
讨论 这 些 观点 。 


1. 区 伦 : 图 灵 ，《 计 算 机 器 和 智能 》。 
2. 当 图 灵机 TM2 在 字符 串 (() ) 上 运行 时 ， 图 注 -1 是 完整 的 运算 过 程 。 
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图 注 -1 图 灵机 的 运算 过 程 
人 。， 即 x 对 (来 导 。 在 后 最 标 记 中 ， 这 被 表示 为 之 。 
4  ” 《维特 根 斯 坦 的 逻辑 哲学 导论 》。 
5， ”这 并 非 微 不 足 道 的 事实 。1985 年 ， 大 卫 .多 伊 奇 ， 这 一 领域 的 一 位 先驱 ， 发 表 了 一 篇 
有 关 量 子 计算 的 里 程 碑 式 的 论文 《量子 理论 ， 印 奇 一 图 灵 原 理 和 一 般 量子 计算 机 》。 在 
这 篇 论文 中 ， 他 描述 了 量子 计算 机 ， 并 且 介 绍 了 它们 与 传统 计算 机 的 区 别 。 问 题 在 于 量 
子 计算 机 的 算 力 是 否 比 传统 计算 机 强大 。 昌 然 会 花 上 一 些 时 间 找 出 答案 ， 但 最 终结 论 还 
是 量子 计算 机 的 算 力 并 没有 更 强大 。 


3. 莱 布 尼 茨 的 标记 是 标准 的 


第 五 章 其 他 计算 系统 


我 们 可 以 这 样 说 ， 分 析 引 擎 造就 了 代数 模式 ， 正 如 提花 织 机 造 
就 了 花 条 和 叶子 。 
一 一 阿达 。 洛 甘 莱 斯 (Ada Lovelace) 


1823 年 ， 在 英国 政府 充足 的 资金 文 持 下 ， 查 尔 斯 : 巴 贝 奇 (Charles 
Babbage) 开始 制造 自己 的 第 一 台 差 异 引 擎 。 当 时 的 数学 表格 包含 许多 
人 类 计算 者 导致 的 错误 。 巴 见 奇 的 差异 引擎 是 一 台 机 械 计算 器 ， 将 提供 
一 种 更 快捷 、 更 廉价 也 更 精确 地 生成 这 些 表格 的 方法 。 巴 贝 奇 设 定 了 制 
造 计划 ， 但 只 雇用 了 一 位 工程 师 约瑟夫 : 殉 羔 门 特 (Joseph Clement) 来 
实际 执行 。 这 台 机 器 结构 复杂 ， 这 导致 工程 进展 绥 慢 。 随 着 时 间 的 推 
移 ， 巴 贝 奇 和 殉 莱 门 特 的 关系 慢 慢 变 得 紧张 。 这 种 紧张 终于 在 1831 年 爆 
发 ， 他 们 意识 到 无 法 继续 合作 ， 项 目 随 即 停止 。 


尽管 巴 贝 奇 没 有 制造 出 实 实在 在 的 机 器 ， 但 他 设计 出 了 一 台新 的 差 
异 引 擎 一 差异 引擎 2 和 分 析 引 擎 。 三 分 析 引 擎 远 比 差异 引擎 复杂 。 它 
最 重要 、 最 具 创 新 性 的 功能 是 可 以 通过 罕 孔 卡 编程 。 这 是 他 从 机 械 织 机 
上 借鉴 来 的 想法 。1801 年 ， 约 蕊 夫 : 玛 丽 : 雅 卡尔 (Joseph-Marie 
Jacquard) 设计 了 机 械 织 机 ， 这 台 机 器 可 以 根据 一 系列 罕 孔 卡 控制 的 操 
作 ， 编 织 出 复杂 的 样式 。 巴 贝 奇 意识 到 ， 他 可 以 在 自己 的 机 器 上 使 用 同 
样 的 理念 。 于 是 ， 他 设计 出 了 可 编程 计算 机 。 


洛 芙 莱 斯 伯 事 夫人 奥 古 斯 塔 . 阿 达 . 金 (Augusta Ada King) ， 也 就 是 
现在 大 家 熟知 的 阿达 : 洛 芙 莱 斯 ， 是 诗人 拜 伦 伯 咽 的 女儿 。 她 的 母 杀 对 
拜 伦 一 家 的 精神 状态 深 感 担忧 ， 决 定 让 自己 的 女儿 学 习 数学 ， 这 使 她 得 
到 了 当时 世界 上 最 顶尖 的 数学 家 的 教育 和 指导 。 因 此 ， 她 和 巴 贝 奇 注 定 


有 一 场 迁 后。 


治 英 羔 斯 对 巴 贝 奇 的 机 器 很 好 奇 。 她 不 仅 理 解 巴 贝 奇 要 做 什么 ， 而 
且 看 到 了 计算 机 的 巨大 潜力 。 她 不 是 唯一 一 个 受到 巴 贝 奇 启发 的 人 。 在 
意大利 ， 数 学 家 路 易 吉 : 梅 纳 布雷 亚 〈Luigi Menabrea) 同样 对 巴 贝 奇 的 
分 析 引 擎 充满 好 奇 。 他 根据 自己 在 巴 贝 奇 演讲 上 记录 的 笔记 撰写 了 一 篇 
文章 。 洛 天 沫 斯 将 这 篇 文章 翻译 为 英文 ， 并 增加 了 目 己 的 见解 。 她 为 梅 
纳 布雷 亚 的 文章 增加 的 注释 内 容 是 原文 长 度 的 两 倍 。 三 在 这 些 笔记 中 ， 
她 勾勒 出 自己 对 未 来 计算 的 看 法 。 


这 些 注释 之 所 以 闻名 世界 ， 既 因为 其 中 包括 第 一 个 发 表 的 计算 机 程 
序 ， 也 因为 洛 关 汪 斯 预见 到 计算 机 将 获得 数学 以 外 的 广泛 应 用 ， 她 是 第 
一 个 站 出 来 反对 人 工 智 能 的 学 者 。 当 时 最 大 的 计算 机 程序 由 巴 贝 奇 和 洛 
于 莱 斯 合作 推出 。 人 们 对 完 竟 是 谁 贡 献 了 实质 想法 ， 谁 应 该 得 到 赞誉 各 
执 一 词 。 然 而 ， 洛 甘 业 斯 通常 被 视 作 第 一 位 计算 机 程序 员 。 


她 同样 意识 到 ， 计 算 机 可 以 在 众多 领域 大 有 作为 。 她 想到 的 一 个 应 
用 领域 是 首 乐 。 洛 关 羔 斯 推测 ， 计 算 机 可 以 按照 这 些 规则 编程 ， 并 且 能 
够 “以 任意 复杂 度 编 写 精妙 的 乐章 ”。 


她 指出 : “分 析 引 人 擎 并 不 会 孕育 什么 东西 。 只 要 我 们 知道 如 何 下 达 
命令 ， 它 就 能 做 到 我 们 知道 的 任何 事情 。” 这 很 明显 束 是 在 叙述 现在 我 
们 所 请 的 人 工 乔 能 。 许 多 人 ， 包 括 图 录 ， 都 认为 她 是 错 的 ， 但 令 人 惊讶 
的 是 ， 她 在 第 一 台 计 算 机 出 现 的 一 个 世纪 前 就 开始 考虑 计算 机 和 大 脑 的 
关系 。 正 如 戴 维 . 多 伊 奇 (David Deutsch) 指出 的 三 ， 洛 英 莱 斯 的 错误 
并 不 在 于 她 低估 了 计算 机 ， 而 在 于 高 估 了 人 类 大 脑 。 


在 继续 对 图 灵机 的 研究 以 前 ， 我 们 将 探讨 其 他 对 字符 串 进 行 处 理 的 
方法 : 印 奇 的 4 积分 、 波 斯 特 的 标签 系统 以 及 元 胞 自动 机 。 这 几 个 方法 
都 被 证 明 可 以 用 来 进行 计算 。 事 实 上 ， 令 人 更 惊奇 的 是 ， 这 些 方法 的 计 
算 能 力 都 与 图 灵机 等 价 。 


标签 系统 能 够 进行 任何 计算 ， 它 的 简洁 性 在 证 明 计算 系统 的 等 价 性 
时 很 有 用 处 。 例 如 ， 在 证 明 元 胞 目 动 机 可 以 完成 任意 一 项 图 灵机 能 够 完 
成 的 工作 时 ， 萄 会 引入 由 标签 系统 模拟 的 图 灵机 。 


我 们 还 将 研究 一 维 元 胞 自动 机 。 它 生成 了 可 以 展现 全 部 计算 的 二 维 
图 片 。 通 过 这 些 图 片 ， 我 们 有 可 能 推测 出 隐藏 规则 的 计算 能 


尽管 本 书 围绕 一 篇 写 于 1936 年 的 论文 展开 ， 文 中 使 用 的 标签 系统 和 
一 维 元 胞 自动 机 的 例子 都 是 近期 才 被 提出 的 。 撰 写 这 种 类 型 的 图 书 很 容 
易 给 人 留 下 这 样 的 印象 所 有 东西 都 已 经 做 好 了 ， 没 有 什么 需要 创新 
的 。 图 灵 的 研究 揭示 了 完全 相反 的 结论 : 在 理论 计算 科学 领域 ， 相 关 研 
究 永 远 没 有 尽头 。 因 此 ， 了 解 一 些 当代 的 结论 同样 大 有 神 益 。 


入 积分 


邱 奇 提出 人 积 分 的 时 候 ， 哥 德尔 正在 研究 递归 函数 理论 。 克 莱 尼 证 
明了 这 两 个 理论 是 等 价 的 。 印 奇 认为 ，4 积 分 描述 了 所 有 可 计算 函数 。 
因此 ， 如 果 印 奇 是 正确 的 ， 哥 德尔 的 逆 归 函数 也 将 能 够 搬 述 所 有 可 计算 
函数 。 哥 德尔 很 难 相信 ， 他 和 即 奇 都 在 描述 所 有 可 以 被 计算 的 事物 。 随 
后 ， 作 为 研究 判定 问题 论文 的 一 部 分 ， 图 灵 证 明了 他 的 图 灵机 理论 与 A 
肉 分 等 价 。 所 有 人 都 认为 图 灵 抓 住 了 计算 的 实质 。 哥 德尔 意识 到 ， 印 奇 
实际 上 是 正确 的 。 


1937 年 ， 数 学 界 出 现 了 三 种 不 同 但 等 价 的 描述 计算 的 方法 。 在 随后 
的 几 年 时 间 里 ， 数 学 家 接纳 了 递归 函数 理论 ， 计 算 机 科学 家 接纳 了 图 灵 
的 理论 。 印 奇 的 4 积分 并 没有 得 到 太 多 关注 。 


印 奇 是 一 位 逻辑 学 家 。 他 非常 严谨 ， 希 望 自己 的 学 生 能 够 以 相同 的 
方式 研究 逻辑 。 他 是 20 世 纪 最 重要 的 逻辑 学 家 之 一 ， 他 的 很 多 博士 生 都 
在 逻辑 和 计算 机 科学 领域 取得 了 出 色 的 成 绩 。 


A 积分 使 用 上 自 下 而 上 的 方法 谨慎 地 构建 了 数学 一 一 所 有 东西 都 是 由 
函数 定义 的 。 外 行人 发 现 ， 这 种 方法 很 难 理解 。 甚 至 连 克 莱 尼 一 一 帮助 
即 奇 开 及 了 积分 的 那个 人 人， 最终 也 不 再 使 用 这 种 方法 。 他 的 解释 是 ， 
如 果 他 用 A 积分 进行 演讲 ， 很 难 有 人 感 兴趣 ， 但 是 如 果 用 递归 函数 捅 述 
完全 相同 的 观点 ， 他 的 演讲 将 会 吸引 很 多 人 。 人 然而， 尽管 最 初 并 不 受 欢 
迎 ，A 积 分 在 计算 机 科学 领域 还 是 起 到 了 作用 ， 并 且 仍 然 在 起 重要 作 
用 。 


正如 普林斯顿 大 学 计算 机 科学 尤 金 : 希 金 斯 讲 席 教授 安德鲁 - 阿 佩 尔 
(Andrew Appel) 所 证 明 的 ，A 积 分 孕育 了 现代 编程 语言 的 许多 概念 。 
“1958 年 ，Algol 是 根据 4 积分 理念 开发 的 第 一 种 编程 语言 ，Lisp 在 开发 
过 程 中 显 式 地 使 用 了 4A 积分。 大 多 数 现代 编程 语言 都 是 从 这 两 种 语言 发 
展 而 来 的 。 正 如 阿 佩 尔 所 说 : “变量 绑 定 、 范 围 、 函 数 、 参 数 传递 、 表 
达 式 和 类 型 检查 的 概念 都 是 直接 从 印 奇 的 A 积分 中 借鉴 过 来 的 。” 


皮 亚 库 算 术 


你 如 何 定义 自然 数 ? 如何 定义 加 法 ? 这 些 是 19 世 纪 时 人 们 提出 的 问 
题 。1861 年 ， 赫 尔 曼 :格拉 斯 曼 (Hermann Grassmann) 发 表 了 自己 的 观 
点 ， 然 而 他 的 观点 并 未 得 到 太 多 关注 。 三 让 这 种 观点 重见天日 的 是 查 尔 
斯 : 桑 德 斯 :皮尔 士 和 理 查 德 : 戴 德 金 (Richard Dedekind) ， 朱 塞 佩 : 皮 亚 
话 (Giuseppe Peano) 将 其 提 炬 为 皮 亚 诺 公 理 。 


其 中 的 一 个 基本 概念 是 后 继 函数 ， 我 们 用 s 来 表示 。 一 旦 你 定义 了 0 
和 后 继 函 数 S， 就 可 以 将 1 定义 为 0 的 后 继 ， 即 $S(0)。 你 可 以 用 "2 = S(1) = 
S(S(0))” 这 个 等 式 来 定义 2。 借 助 这 种 方法 ， 每 个 自然 数 都 可 以 由 前 一 个 
定义 。 例 如 ， 一 旦 你 定义 了 0，1，2，3，4， 就 能 用 “5 = S(4)” 来 定义 5。 
在 定义 4 时 ，4 = S(S(S(S(0)))， 所 以 5 = S(S(S(S(S(0)))))。 


在 所 有 情况 下 ，m 代 表 函 数 S 对 0 应 用 了 mn 次 。 一 旦 你 掌握 了 上 自然数， 
就 能 递归 地 定义 加 法 。 


我 使 用 两 个 属性 来 定义 “+”( 加 法 ) : 
对 所有 mm e N,m+0=m 


对 所 有 m,n ee N, m+S(n)= S(m+n) 


为 了 说 明 这 两 个 属性 是 如 何 定义 加 法 的 ， 我 们 将 使 用 这 个 定义 来 分 
析 3 + 2。 一 开始 ，2 = S(1)， 所 以 3 + 2 = 3 + S(1)。 定 义 的 第 二 个 属性 告 
诉 我 们 ，3 + S(1) = S(3 + 1)。 我 们 还 知道 1 = S(0)， 所 以 SG3 + 1) = S(3 + 
S(0))。 我 们 再 次 使 用 第 三 个 属性 ， 这 样 就 得 到 了 : 3 + S(0) = S(3 + 0)。 
因此 ， 我 们 有 了 3+2 = 3+S(1) = S(3+1) = S(3+S(0)) = S(S(3+0))。 现 在 ， 我 
们 可 以 使 用 第 一 个 属性 来 推导 3 + 0 = 3， 所 以 我 们 得 到 了 3 + 2 = 
S(S(3))。 最 后 ， 我 们 使 用 4 = S(3) 和 5 = S(4) = S(S(3))， 得 到 了 最 后 的 结论 
3+2=5。 


入 积分 和 函数 


印 奇 和 他 的 学 生 克 羔 尼 、 约 翰 : 巴 克利 : 罗 瑟 (John Barkley Rosser) 
发 明了 A 积分 来 描述 计算 。 他 们 考虑 的 对 象 是 函数 和 基本 构造 ， 包 含 通 
过 蔡 代 实现 的 函数 构成 的 理念 。 函 数 是 描述 计算 时 的 一 种 合理 选择 。 一 
个 函数 需要 一 个 输入 ， 并 且 能 提供 一 个 输出 。 一 人 1 oe 个 函 
数 的 输出 ， 并 将 其 作为 男 一 个 函数 的 输入 。 这 就 是 “ 通 i 
数 构成 ”的 含义 。 我 们 将 讨论 一 些 例子 ， 帮 助 大 家 进 一 0 
法 。 自 先 ， 我 们 来 描述 A 符号 的 作用 。 


恒 等 函 数 通常 被 写作 Fo = x。 在 4 积分 中 ， 我 们 将 其 写作 Ax.x。 点 石 
侧 的 x 与 等 式 右 边 的 x 作用 一 致 。Ax 可 以 蔡 代 x， 这 束 等 同 于 x 是 一 个 独立 
变量 或 边界 变量 。 与 边界 变量 相关 的 字母 或 名 称 没有 实际 意义 。 人 恒 等 函 
数 可 以 写 为 fx) = x，g(u) = u 或 nz) = z，Ax.x，Au.u，Ahz.z 表 示 的 也 都 是 完 
全 相同 的 意思 。 有 时 候 ， 我 们 会 改变 一 个 边界 变量 的 名 称 以 避免 琉 义 。 
例如 ， 用 CQx.x(y.) 来 代替 (Ax.x)(Ax.x)。 


对 于 Axz.xyz， 我 们 可 以 蔡 代 x 和 z， 但 不 能 将 代 y。 边 界 变量 是 x 和 z。 
变量 y 被 称 作 自 由 变量 。 被 替代 的 对 象 出 现在 表达 式 的 右 侧 。 所 以 ， 
(Xxz.xyz)a 意 味 着 一 个 独立 变量 被 取代 了 。 规 则 是 从 最 左 侧 的 边界 变量 
开始 癌 右 移动 。 因 此 ，(Mxz.xyz)a 就 变 成 了 Az.ayz，(Axz.xyz)ab 就 变 成 了 
ayb，(Axz.xyz)j(ab) 就 变 成 了 Az.(ab)yz。 


这 种 将 一 个 表达 式 蔡 换 为 另 一 个 表达 式 的 方式 ， 构 成 了 积分 的 基 
础 。 它 也 许 看 起 来 相当 简单 ， 但 是 邱 奇 、 克 莱 尼 和 罗 瑟 发 现 ， 他 们 能 够 
借助 这 种 方法 构建 目 然 数 和 一 类 更 大 的 函数 一 一 可 计算 函数 。 


接 下 来 的 两 市 或 许 看 起 来 很 难 ， 第 一 次 阅读 本 书 时 ， 读 者 可 以 忽略 
这 部 分 内 容 。 这 种 不 寻 第 的 思考 方式 是 主要 的 难点 。 我 们 并 不 习惯 将 数 
字 视 作 函 数 ， 也 不 习惯 将 “是 "和 “ 非 ” 视 作 函 数 。 然 而 ， 使 用 4 积分 进行 
计算 相当 直接 。 你 可 以 根据 非常 简单 的 规划， 将 某 些 符号 用 其 他 符 写 代 
丛 。 尺 管 这 些 概念 之 后 不 会 再 用 到 ， 我 还 是 建议 读者 试 着 读 读 看 。 


算术 


A 积分 借鉴 了 一 些 皮 亚 诺 算术 的 基本 理念 。 和 皮 亚 诺 公理 一 样 ， 我 
们 拥有 0 和 后 继 函 数 。 我 们 定义 1=S(0)，2=S(1) = S(S(0))， 以 此 类 推 。X 
只 分 的 不 同 之 处 在 于 我 们 给 出 了 0 和 5 的 定义 : 


0 三 Asx.x, 


S 三 Nabc.b(abc) 
我 们 将 计算 一 些 数字 。 我 们 从 被 定义 为 1 的 S(O) 开 始 。 葵 换 S 和 0 的 过 
程 如 下 : 
9(0) = (4apc.p(apc))(4sx.Y) 


用 (hsx.x) 蔡 代 aq， 得 到 Abc.b((Asx.x)bc)。 


我 们 考虑 表达 式 (Asx.x)bc， 并 且 用 s 蔡 代 pD， 用 x 蔡 代 c。 因 为 s 并 没有 
出 现在 表达 式 中 ， 这 等 同 于 用 x 蔡 代 c。 所 以 ，Wsx.x)bc = c， 因 此 ， 
Abc.b((Asx.x)bc) = Abc.(b(c))。 重 新 标记 变量 后 ， 表 达 式 等 于 Asx.(s(x))。 


我 们 现在 拥有 了 0 = Asx.x 和 1 = S(0) = Asx.s(x)。 具 体 来 说 ， 就 是 1 是 
拥有 两 个 输入 函数 ， 且 将 第 一 个 函数 应 用 于 第 二 个 函数 的 函数 ， 即 它 输 
入 s 和 x， 计 算 s(x)。 数 字 2 被 定义 为 S(1)。 它 等 于 S(hsx.s(x)) = (habc.b(abo)) 
(ASx.s(X))。 


至 于 如 何 将 这 个 表达 式 简 化 为 Asx.s(s(x))， 我 想 把 这 部 分 工作 留 给 读 
者 。 数 字 2 是 拥有 两 个 输入 函数 ， 且 将 第 一 个 函数 应 用 到 第 二 个 函数 两 
次 的 函数 。 一 般 来 说 ， 数 字 n 就 是 拥有 两 个 输入 函数 ， 且 将 第 一 个 函数 
应 用 到 第 二 个 函数 n 次 的 函数 ， 即 它 输入 s 和 x， 计 算 s(.… (s(CsCO)))。 


我 们 拥有 了 目 然 数 ， 束 可 以 定义 加 法 。 只 要 使 用 后 继 函 数 ， 就 能 实 
现 这 个 定义 。 两 个 数字 n 和 m 的 和 ， 可 以 定义 为 n+n=mSn。= 


为 了 解释 这 个 定义 ， 我 们 将 证 明 1 + 1 确实 等 于 2。 我 们 以 1 + 1 开 


始 ，1+1=1S1= (Asx.s(x))(Mabc.b(abc)) (ty.t(y)) 


在 第 一 个 表达 式 中 ， 我 们 用 第 二 个 表达 式 取 代 s， 第 三 个 表达 式 取 
代 x。 我 们 就 得 到 了 Xabc.b(abc)(Xty.t0y))。 用 (Qty.tQy)) 取 代 a， 我 们 就 得 到 
TAbc.b((Mty.t(y) be) 


用 b 取 代 t， 用 c 取 代 y， 我 们 束 得 到 了 Xbc.b(b(c)), 也 就 是 2〈 因 为 我 们 
可 以 将 b 变 为 s， 将 c 变 为 x) 。 


从 这 点 来 看 ， 你 或 许 赞 同 哥 德 尔 的 观点 ， 认 为 抒 奇 的 方法 给 人 的 直 
观感 受 不 如 图 灵 的 方法 清晰 ， 然 而 ，A 积 分 构建 了 上 自 员 的 体系 ， 比 图 灵 
的 方法 更 简 音 一些。 为 了 说 明 这 点 ， 我 们 将 简 蛙 描述 如 何 处 理 逻 辑 操 
作 。 


逻辑 


在 逻辑 学 中 有 两 个 值 ， 叫 作 “ 真 ”(true〉 和 “ 假 ”(false〉， 分 别 用 T 
和 FF 表示 。 两 个 基本 的 逻辑 运算 符 是 “与 "和 “或 "， 分别 用 “人 入” 和 “VV” 表 
示 。 给 定 两 个 描述 p 和 qdq， 非 真 即 假 ， 陈 述 pq 当 且 仅 当 p 和 q 都 是 真 时 才 为 
真 。 我 们 可 以 将 其 写作 TT=T, TAF=F, FN 和 T=F, FMAF=F。 


陈述 pVq 当 且 仅 当 p 和 gq 都 为 假 的 时 候 才 为 假 。 这 可 以 写作 TVT = 
T, TVF=T, FVT=T, FVF=F. 


在 A 积分 中 ，T 被 定义 为 T=Xxy.x， 而 F=Axy.y。 因 此 ，T 和 F 都 有 两 个 


输入 表达 式 。T 选 择 第 一 个 表达 式 ，F 选 择 第 二 个 表达 式 〈 善 于 观察 的 读 
者 已 经 发 现 了 ，F 的 定义 与 0 的 定义 相同 ) 。 


我 们 来 看 某 些 连接 。 在 所 有 情况 下 ， 最 左 侧 的 表达 式 都 将 接 下 来 的 
两 个 表达 式 作 为 输入 。 例 如 TTF， 最 左 侧 的 T 的 输入 是 T 和 FF。 因 为 T 只 输 


出 第 一 个 表达 式 ， 我 们 得 到 TTF = TT。 我 们 可 以 直接 检查 下 面 这 些 情 
讽 : 


TIF=T, TFF=F, FIF=F, FFF=F, 


我 们 可 以 通过 对 比 “ 人 入 ”的 真 值 表 来 检查 管 案 的 正确 性 。 我 们 定 
义 “ 人 入 ”是 输入 两 个 函数 ， 将 它们 连接 起 来 ， 并 且 在 最 后 增加 一 个 额外 的 
F 的 函数 。 所 以 ， 在 A 积分 中 ,，“ 人 入 ”被 定义 为 人 Axy.xyQst.t) = Mxy.xyF。 


观察 TTT = T，TTF = T，FTT = T，FTF = F 可 以 知道 ， 我 们 可 以 
将 “V” 定 义 为 输入 两 个 函数 ， 并 且 在 它们 之 间 放 入 一 个 T 的 函数 。 
此 ,“V? 可 以 被 定义 为 Vs=AXy.x(Asts)y =AXy.XTy。 


从 这 里 开始 ， 我 们 可 以 构建 出 所 有 的 函数 。 令 人 恢 讶 的 是 ， 这 些 函 
数 与 可 以 使 用 图 灵机 构建 出 来 的 可 计算 函数 完全 相同 。 我 们 现在 转 同一 
种 完全 不 同 的 思考 计算 的 方法 。 


标签 系统 


标签 系统 可 以 妃 溯 到 20 世 纪 20 年 代 波 斯 特 所 做 的 工作 。 他 想 将 数学 
中 的 陈述 简化 为 符号 字符 串 ， 把 证 明 简 化 为 对 字符 串 的 操作 。 他 认为 目 
己 最 初 考虑 的 是 一 个 简单 的 例子 ， 但 不 久 后 他 意识 到 ， 事 情 远 非 那 么 简 
单 。 


标签 系统 是 一 套 操作 由 有 限 字 母 表 中 的 字母 组 成 的 符号 字符 串 的 规 
则 。 在 每 个 阶段 ， 字 母 从 字符 串 首位 被 去 掉 ， 字 符 串 尾 端 又 会 加 上 字 
母 。 这 个 系统 被 定义 为 d (我 们 去 掉 的 字母 数量 ) 和 与 字母 相关 的 字符 
串 。 每 个 字母 用 自己 独特 的 字符 串 标记 。 计 算 开始 时 字符 串 初始 字母 的 
标签 被 添加 到 字符 串 的 结尾 ， 字 符 串 的 头 d 个 字母 被 删除 。 如 果 结果 字 


符 串 有 4 个 或 更 多 字母 ， 计 算 会 继续 。 当 字母 数量 少 于 d 个 时 ， 计 算 售 
全。 地/ 


举 个 例子 ， 假 设 我 们 的 字母 表 只 由 字母 a 和 b 组 成 ，a 被 字符 串 ab 标 
记 ，b 被 字符 串 a 标 记 ， 我 们 删除 头 两 个 字母 (d = 2) 。 如 末 以 bb 开始 ， 
我 们 的 第 一 步 就 是 看 第 一 个 字母 ， 并 且 读 取 它 的 标签 。 在 这 种 情况 下 ， 
它 会 给 我 们 一 个 a。 我 们 将 a 添加 到 初始 字符 串 的 结尾 ， 并 且 去 掉头 两 个 
字母 。 因 为 字符 串 里 只 有 一 个 字母 ， 计 算 结 


如 果 以 字符 串 bbbb 开 始 ， 我 们 会 进行 如 下 的 计算 过 程 ， 得 到 不 断 重 
复 的 ab。 


bbbb 
bba 
aa 
ab 
ab 
ab 


波斯 特 思考 了 由 字母 a 和 b 组 成 的 标签 系统 ， 其 中 ，a 由 aa 标 记 ,，b 
由 bpbab 标 记 ， 更 新 规则 是 删除 头 三 个 字母 。 他 想 探讨 是 否 有 可 能 判断 出 
给 定 一 个 初始 字符 串 ， 系 统 可 以 获得 重复 性 。 他 发 现 这 个 I 
明 斯 基 借 助 计算 机 来 考虑 这 个 问题 ， 也 得 到 了 相同 的 结论 。 事 实 上 ， 这 
个 问题 仍然 悬而未决 。 


1961 年 ， 明 斯 基 证 明了 标签 系统 可 以 模拟 出 任意 图 灵机 。 这 意味 着 
给 定 任意 算法 ， 都 有 一 个 标签 系统 可 以 计算 这 个 算法 。 这 个 事实 在 文字 
上 被 表述 为 标签 系统 是 图 灵 完 备 〈(Turing complete) 的 。 甚 至 已 经 有 人 
证 明 ， 只 需要 考虑 去 挥 头 两 个 字母 的 双 标 签 系 统 ， 就 可 以 得 到 图 灵 完 备 
性 。\ 寺 / 


给 定 一 个 算法 ， 理 论 上 我 们 可 以 设计 出 一 个 图 灵机 来 实现 它 ， 并 将 
其 转换 为 一 个 标签 系统 。 但 是 ， 我 们 得 到 的 标签 系统 通常 是 极端 复杂 
的 。 构 建 标 签 系 统 前 不 先 设计 图 灵机 ， 或 许 是 一 种 更 好 的 选择 。 这 种 构 
想 在 某 些 情况 下 已 经 实现 。 我 们 将 探讨 一 个 特定 的 例子 。2007 年 ， 丽 斯 
贝 特 : 德 : 英 尔 (Liesbeth De Mol) 在 自己 的 博士 研究 中 发 现 了 一 个 有 趣 
的 标签 系统 。' 三 这 是 一 个 非常 简单 的 计算 修正 柯 拉 次 函数 的 系统 。 


柯 拉 次 函数 是 这 样 的 函数 ， 它 输入 一 个 正 整 数 ， 输 出 力 一 个 正 整 
数 。 这 个 函数 由 两 条 规则 描述 ， 这 两 条 规则 取决 于 输入 数字 是 奇数 还 是 
偶数 。 如 果 你 有 一 个 偶数 ， 那 么 你 就 用 2 去 除 这 个 数 。 如 果 你 有 一 个 奇 
数 ， 你 就 用 3 乘 以 这 个 数 ， 然 后 加 1。 柯 拉 茨 猜想 是 如 果 你 以 任意 正 整 数 
开始 ， 持 续 应 用 这 个 函数 ， 你 最 终 会 得 到 1。 


我 们 首先 以 5 来 验证 这 个 猜想 。 因 为 5 是 奇数 ， 我 们 对 它 乘 以 3 加 1， 
得 到 16。 因 为 16 是 一 个 偶数 ， 我 们 除 以 2， 得 到 8。 再 继续 除 以 2， 直 到 
最 后 ， 我 们 得 到 1。 柯 拉 茨 猜想 只 是 一 个 猜想 ， 没 有 人 能 够 证 明 它 是 对 
的 ， 也 没有 人 能 够 举 出 反例 证 明 它 是 错 的 。20 世 纪 60 年 代 有 许多 数学 家 
研究 这 一 猜想 。 事 实 上 ， 众 多 数学 家 花费 了 大 量 时 间 来 研究 这 个 猜想 ， 
以 至 于 有 人 戏称 ， 设 计 柯 拉 蒋 猜想 就 是 为 了 拉 低 美国 的 数学 研究 速度 。 


修正 柯 拉 次 函数 基于 这 样 一 个 事实 : 将 一 个 奇数 乘 以 3 加 1， 得 到 的 
结 末 一 定 是 偶数 。 所 以 ， 对 一 个 奇数 整数 应 用 柯 拉 次 函数 ， 就 能 得 到 一 
个 侦 数 整数 。 下 一 阶段 是 用 2 来 除 这 个 侦 数 整数 。 修 正 柯 拉 次 函数 一 次 
完成 两 个 步骤。 


修正 柯 拉 茨 函数 Km 的 输入 是 正 整数 。 如 果 正 整数 是 奇数 ， 就 用 它 
乘 以 3 加 1， 将 结果 数 再 除 以 2。 如 果 正 整数 是 偶数 ， 直 接 对 这 个 整数 除 
以 2。 因 此 ， 回 到 我 们 刚才 举 的 数字 5 的 例子 ， 柯 拉 茨 函数 计算 后 的 下 一 
个 数值 是 8〈 柯 拉 茨 函数 从 5 变 为 16， 再 变 为 8) 。 递 归 函 数 户 得 到 序列 
5，8，4，2， 最 后 得 到 1。 


德 : 英 尔 用 三 个 字母 4s，b，c 构 建 了 一 个 简单 的 双 标签 系 统 。a 的 标 
签 是 bc，b 的 标签 是 a，c 的 标签 是 aaa。 在 各 个 阶段 ， 第 一 个 字母 的 标签 
被 添加 到 字符 串 结尾 ， 然 后 删除 头 两 个 字母 。 正 整数 被 编码 为 由 全 a 组 
成 的 字符 串 。a 的 数量 代表 了 数值 。 因 此 ， 数 字 5 被 编码 为 aaaaa。 只 有 
完全 由 a 组 成 的 字符 串 才 对 应 整数 。 包 含 8 或 c 的 字符 串 没有 对 应 的 数 
值 。 它 们 只 对 应 计算 的 中 间 状 态 。〔 我 在 注释 中 详细 介绍 了 标签 系统 如 
何 对 应 修正 柯 拉 茨 函数 。) 二 


我 们 还 是 从 数字 5 开始 运行 这 个 系统 ，5 和 被 表示 为 aaaaa。 字 符 串 的 
第 一 个 字母 是 ao。 这 意味 着 我 们 将 a 的 标签 pc 谎 加 到 字符 串 的 结尾 ， 并 删 
除 字 符 串 的 头 两 个 字母 ， 所 以 我 们 得 到 了 aaabc。 下 面 的 字符 串 展 示 了 
计算 的 完整 过 程 。 只 要 我 们 得 到 一 个 完全 由 a 组 成 的 字符 串 ， 我 们 就 得 
到 了 一 个 整数 。 在 这 些 例 子 中 ， 我 在 左 侧 一 列 写 下 了 对 应 的 数字 。 


因为 柯 拉 蒋 猜想 并 未 得 到 证 实 ， 德 : 砚 尔 设计 的 这 个 系统 是 否 对 所 
有 字符 串 都 能 停止 也 就 不 得 而 知 。 


aaaaa 
aaabc 
abcbc 
cbcbc 
cbcaaa 
caaaaaa 
aaaaaaaa 
aaaaaabc 
aaaabcbc 
aabcbcbc 
bcbcbcbc 
pcbcbca 

bcbcaa 

bcaaa 

aaaa 

aabc 
pcpc 
bea 
aa 
bc 


a 


一 维 元 胞 目 动 机 


一 维 元 胞 自动 机 由 一 个 被 划分 为 细胞 的 无 限 磁 种 构成 。 每 个 细胞 都 
有 一 些 状 态 中 的 一 个 状态 。 我 们 将 探讨 只 有 两 个 状态 的 情况 ， 这 两 个 状 
态 用 白 和 黑 来 表示 。 这 意味 着 这 个 人 磁 市 将 被 划分 为 无 限 数 量 的 细胞 ， 我 
们 将 这 些 细胞 描述 为 方 格 ， 每 个 方 格 被 上 色 为 黑色 或 白色 。 


计算 以 离散 时 间 间 隔 进行 。 我 们 得 到 的 最 初 的 磁带 在 时 间 0。 它 在 
时 间 1 更 新 ， 之 后 在 时 间 2 更 新 ， 以 此 类 推 。 即 使 它 确 实 是 一 个 在 每 个 时 
间 间 陋 都 会 变化 的 磁带 ， 我 们 将 每 个 实例 描述 为 一 个 独立 的 磁带 也 更 容 
易 一 些 。 给 定 一 个 磁带 ， 在 一 个 时 间 单 位 后 ， 后 续 磁带 束 可 以 通过 一 个 
更 新 规则 来 表示 ， 这 个 规则 要 求 每 个 细胞 查看 自己 当时 的 状态 和 初始 磁 
市 上 它 周 围 一 些 细胞 的 状态 ， 并 在 更 新 磁带 上 给 出 细胞 的 新 状态 。 在 我 
们 将 要 探讨 的 例子 中 ， 更 新 规则 将 取决 于 细胞 状态 和 其 两 侧 下 接 邻 接 细 
胞 的 状态 。 举 个 例子 ， 我 们 可 以 提出 这 样 一 个 规则 : 如 果 一 个 细胞 和 它 
的 两 个 邻居 在 时 间 t 有 相同 的 颜色 ， 那 么 在 下 一 个 时 刻 t+ 1， 更 新 的 细胞 
颜色 就 将 是 黑色 ;， 否 则 ， 下 一 个 时 刻 这 个 细胞 的 颜色 就 是 白色 。 在 这 种 
特定 规则 下 ， 我 们 将 从 t = 0 开始 ， 研 究 只 有 三 个 细胞 是 黑色 的 磁带 (如 
图 5-1 所 示 )。 


图 5 - 1 只 有 三 个 细胞 是 黑色 的 磁带 


在 下 一 阶段 (t = 1) ， 我们 将 得 到 如 图 5-2 所 示 的 磁带 你 会 友 
现 ， 所 有 左边 和 右边 的 细胞 都 被 涂 成 了 黑色 ) 。 


图 5 - 2 t=1 时 的 磁带 
我 们 画 一 个 网 格 ， 这 样 就 更 容易 看 懂 发 生 了 什么 。 第 一 行 是 最 初 给 
定 的 磁带 。 第 二 行 是 第 一 次 更 新 后 的 磁带 ， 以 此 类 推 。 在 我 们 的 例子 
中 ， 图 5-3 的 网 格 展示 了 最 初 的 磁带 和 前 三 次 迭代 的 过 程 。 


图 5 -3 磁带 和 迭代 网 格 


图 5-3 中 每 个 细胞 的 颜色 是 通过 观察 与 它 直接 相 邻 的 细胞 确定 的 。 


这 给 了 我 们 一 种 插 述 更 新 函数 的 方法 。 三 个 连续 细胞 的 着 色 有 8 种 可 能 
性 。 所 有 可 能 性 都 已 经 被 列举 出 来 “如 图 5-4 所 示 ) 。 


对 每 一 种 可 能 性 ， 我 在 图 5-5 中 都 画 出 了 下 一 步 被 更 新 的 中 间 细 胞 
的 颜色 。 对 我 们 的 例子 而 言 ， 我 们 会 得 到 图 5-5 这 样 的 更 新 函数 。 


国 | || | 


图 5 -4 三 个 连续 细胞 着 色 的 8 种 可 能 性 


和 


图 5 -5 更 新 函数 


图 5-5 为 这 个 规则 给 出 了 一 种 形象 表示 。 为 了 更 新 一 个 细胞 ， 你 只 
需要 知道 上 一 个 磁 禹 中 三 个 连续 细胞 的 状态 。 这 与 图 灵机 或 A 积分 中 涉 
及 的 计算 非 肖 不 同 。 例 如 ， 在 4 积分 中 ， 从 4 被 展开 到 应 用 这 个 概念 ， 仍 
有 一 段 相当 长 的 距离 ， 对 于 使 用 图 灵机 的 计算 ， 磁 头 通常 需要 滑动 很 长 
一 段 距离 。 非 党 重要 的 是 ， 元 胞 目 动 机 在 计算 上 与 其 他 系统 等 价 一 一 任 
何 能 由 图 灵机 计算 的 事物 ， 都 可 以 由 一 维 元 胞 机 来 计算 。 


尽管 图 5-5 是 展示 此 类 规则 的 好 方法 ， 我 们 还 有 一 种 更 加 简明 的 常 
用 方法 。 首 先 ， 用 1 表示 第 二 行 中 的 黑色 细胞 ， 用 0 表示 白色 细胞 。 图 5- 
5 中 最 左 侧 的 “T*? 有 一 个 黑色 细胞 ， 我 们 用 1 表示 。 下 一 个 “T* 有 一 个 白色 
细胞 ， 我 们 用 0 表示 。 继 续 这 个 过 程 ， 我 们 就 得 到 了 10000001， 以 此 精 
确 表 示 所 有 8 个 “T”。 然 后 ， 我 们 可 以 把 它 想象 成 一 个 二 进 制 数字 : 


10000001 =1x2’+0x2’+0x2 +0x2 +0x2 +0x 
2 上 +0x2 +1x2 =128+1= 129 
对 于 这 些 元 胞 自动 机 ， 一 共有 256 条 规则 。 我 们 已 经 讨论 过 的 这 条 
叫 129 号 规则 。 


史蒂芬 . 沃 尔 弗 拉 姆 (Stephen Wolfram) 在 《新 科学 》 (A New 
Kind of Science) 一 书 中 对 元 胞 自动 机 进行 了 翔实 的 介绍 。 我 们 将 要 看 
到 的 是 一 个 他 给 出 的 由 元 胞 自动 机 完成 的 简单 计算 。 


考虑 一 下 132 号 规则 。 图 5-6 说 明了 一 些 可 能 的 情况 。 
人 
图 5-6 可 能 的 情况 


我 们 将 在 两 个 初始 磁带 上 运行 它 。 其 中 一 个 有 5 个 连续 的 黑色 细 
胞 ， 另 一 个 有 6 个 连续 的 黑色 细胞 。 我 们 得 到 图 5-7。 


给 定 一 个 由 连续 黑色 细胞 组 成 的 字符 串 ， 这 条 规则 将 不 断 减少 黑色 
细胞 的 数量 ， 直 到 没有 细胞 剩余 或 只 有 一 个 剩余 。 存 在 两 类 行为 : 如 果 
初始 字符 串 中 的 黑色 细胞 为 奇数 个 ， 那 么 将 有 一 个 细胞 永远 是 黑色 的 ; 
如 果 初 始 字符 串 中 的 黑色 细胞 为 偶数 个 ， 那 么 最 终 将 不 会 有 黑色 细胞 剩 
余 。 我 们 可 以 将 这 条 规则 看 作 判 断 一 个 数字 是 奇数 还 是 偶数 。 


图 5-7 运行 后 的 情况 


元 胞 自动 机 有 一 个 非常 好 的 特点 ， 那 就 是 我 们 可 以 画图 展示 计算 的 
全 过 程 。 沃 尔 弗 拉 姆 在 《新 科学 》 中 讨论 了 全 部 256 条 规则 ， 并 根据 发 
生 的 事件 将 这 些 规则 分 为 4 类 。 第 一 类 规则 有 非 营 简单 的 行为 ， 系 统 稳 
定 。 第 二 类 规则 会 产生 震荡 型 计算 。 第 三 类 规则 生成 查找 混沌 的 计算 。 
第 四 类 规则 是 最 有 趣 的 。 这 类 规则 中 的 计算 展现 出 了 混乱 和 稳定 的 混 
合 。 沃 尔 弗 拉 姆 猜测 ， 这 类 规则 是 可 以 进行 任何 计算 的 通用 机 器 。 在 下 
一 草 ， 我 们 将 探讨 通用 机 二 ， 并 且 会 提 到 马 修 . 库 殴 〈Matthew Cook) 
证 明 110 号 规则 是 通用 的 。 三 如 此 简单 的 事物 能 够 进行 任何 计算 ， 这 本 
喘 就 是 一 个 令 人 惊讶 的 结果 。 


1. 这 个 机 器 有 所 不 同 。 其 中 两 个 版 本 源 自 巴 贝 奇 的 设计 。 一 个 在 伦敦 科学 博物 馆 展 
出 ， 另 一 个 由 内 森 - 梅 尔 沃 德 (Nathan Myhrvold) 所有， 在 加 州 计算 机 历史 博物 馆 展 出 。 
2. 查尔斯 ' 巴 贝 奇 发 明了 分 析 引 擎 ， 都 灵 大 学 军事 工程 负责 人 梅 纳 布雷 亚 〈 工 . F. 


11. 


12. 


Menabrea) 绘制 了 分 析 引 擎 的 草稿 ， 洛 芙 莱 斯 伯 咒 撰写 了 回忆 录 笔 记 。 

大 卫 : 多 伊 奇 ，《 无 限 的 开端 : 改变 世界 的 解释 》。 

这 些 出 现在 《 艾 伦 .图 灵 的 逻辑 系统 : 普林斯顿 论点 》 的 序言 中 。 在 苹果 公司 的 网 站 
上 同样 可 以 看 到 这 些 内 容 。 

赫 尔 曼 :格拉 斯 曼 的 《Lehrbuch der Arithmetik fiir hohere Lehranstalten》 一 书 可 以 在 互 
联网 档案 馆 找到 。 

4 积分 中 的 A 最 初 源 自 罗素 和 怀特 海 使 用 的 标记 。 他 们 使 用 了 让 。 印 奇 感觉 符号 “应 该 
写 在 x 之 前 ， 即 X。 这 个 符号 随后 被 排版 为 )x。 

函数 “+” 需 要 两 个 数字 作为 输入 ， 并 给 出 一 个 输出 。 在 1》 积分 中 ，+ 通 稍 被 写 在 第 一 
人 位。 因此， 应 该 写成 +0m(D， 尽 管 看 起 来 奇怪 ， 却 让 人 更 清楚 + 是 有 两 个 输入 的 函数 。 如 
果 使 用 这 个 标记 ， 那 么 + 就 可 以 被 定义 为 + Amnsx.ms(nsx)。 

和 + 一 样 ， 也 是 有 两 个 输入 的 函数 。 相 比 于 写成 TAFE， 应 该 号 成 八 (D(F)。 

波斯 特使 用 “标签 ”这 个 术语 ， 是 因为 这 个 从 头 “* 跑 ?到 尾 给 每 个 字母 标记 的 过 程 ， 让 他 
想起 了 儿 时 的 标签 游戏 。 

马 文 : 明 斯 基 对 这 些 系统 进行 了 大 量 研究 。 他 的 著作 《计算 : 有 限 和 无 限 机 器 》 是 一 
部 杰出 的 作品 。 

丽 斯 贝 特 : 德 .摩根 (Liesbeth De Mol) ，《 标 签 系统 和 类 似 坷 拉 效 函数 》。 《理论 计 
算 机 科学 》，390 卷 ，2008 年 ， 第 92~101 页 。 


以 数字 n 开 始 的 计算 可 以 表示 为 n 个 a 的 字符 串 。 妆 我 们 应 用 标签 系统 时 ，a 被 bp 和 c 取 
代 。 在 第 一 阶段 ， 我 们 从 字符 串 前 面 去 掉 aa， 在 字符 串 尾部 加 上 bc。 因 此 ， 字 符 串 的 长 
度 一 直 是 n。 根 据 初 始 数字 mn 是 奇数 或 偶数 ， 有 两 种 情况 需要 考虑 。 
马 修 : 库 克 ，《 元 胞 自动 机 的 一 般 性 》，《 复 杂 系 统 》，2004 年 。 


第 六 章 编 权 和 通用 机 项 


在 讨论 过 多 种 形式 的 计算 后 ， 我 们 再 回 到 图 灵 的 论文 上 来 。 我 们 已 
经 知道 ， 图 灵 需 要 为 算法 做 出 一 个 正式 的 定义 ， 他 实现 这 个 定义 的 方 
式 ， 正 是 我 们 现在 所 说 的 图 灵机 。 印 奇 一 图 灵 论 题 认 为 ， 对 于 任意 一 个 
算法 ， 有 可 能 设计 出 一 个 能 够 执行 该 算法 的 图 灵机 。 


因为 图 灵机 被 称 作 机 器 ， 我 们 倾 问 于 认为 图 元 机 是 物理 机 器 。 事 实 
上 ， 给 定 一 个 图 灵机 的 具体 例子 和 一 个 磁带 ， 我 几乎 可 以 想象 得 到 它 每 
一 次 改变 状态 时 发 出 的 微 轮 的 “ 咬 嘻 * 声 ， 随 后 是 进入 接纳 状态 时 令 人 神 
往 的 “ 噶 ? 的 一 声 。 然 而 ， 关 于 这 些 机 器 最 重要 的 事实 是 它们 是 在 描述 算 
法 。 图 灵 发 现 了 一 种 对 算法 进行 完整 定义 的 优雅 方案 。 


当 你 得 到 一 段 描述 后 ， 你 也 许 会 用 坚 不 相同 的 词汇 描述 完全 相同 的 
事物 。 这 就 是 图 灵 下 一 步 要 做 的 事 。 他 拿 到 自己 的 机 器 ， 并 且 证 明 图 灵 
机 的 图 给 出 的 所 有 信息 都 可 以 被 编码 为 由 0 和 1 组 成 的 字符 串 。 现 在 ， 你 
可 以 用 一 串 二 进 制 数字 来 表示 网 灵 机 的 图 描述 的 算法 。 


如 条 你 拥有 一 些 编程 经 验 ， 就 会 知道 程序 通 负 是 使 用 英文 词汇 、 以 
高 级 语言 编写 的 ， 但 是 运行 程序 需要 计算 机 将 其 转换 为 由 0 和 1 组 成 的 字 
符 串 。 我 们 可 以 将 图 灵机 视 作 程序 。 这 样 人 们 就 很 自然 地 尝试 将 图 灵机 
的 图 转换 为 被 我 们 称 为 编码 的 二 进 制 字符 串 ， 这 也 是 我 们 在 这 一 章 中 将 
要 关注 的 主题 。 我 们 将 看 到 ， 编 码 自 然而 然 地 引出 通用 计算 机 的 概念。 


在 后 续 的 章节 中 ， 我 们 将 借助 编码 和 著名 的 康 托 尔 对 角 论 证 法 来 展示 计 
算 的 瓶颈 。 


将 算法 转换 为 二 进 制 字符 串 的 想法 ， 在 今天 看 来 也 许 非常 自然 ， 但 
在 图 灵 的 年 代 却 并 非 如 此 。 图 灵 从 科 特 哥 德尔 的 研究 中 得 到 了 编码 图 
灵机 的 灵感 一 一 后 者 将 很 多 数学 中 的 陈述 编码 为 数字 字符 串 。 哥 德尔 采 
用 的 数字 化 方法 在 逻辑 上 十 分 有 效 ， 但 在 数学 的 其 他 领域 并 未 被 广泛 使 
用 。 图 灵 借 用 了 这 一 概念 ， 并 将 其 应 用 到 算法 上 。 在 这 个 过 程 中 ， 这 一 
理念 逐渐 成 为 左 定 现代 计算 机 基石 的 基本 概念 之 一 。 图 灵 是 认识 到 算法 
和 数据 可 以 被 编码 为 单一 数字 字符 串 的 第 一 人 。 


编码 有 限 目 动机 的 方法 


有 限 上 自动 机 比 图 姑 机 更 简单 、 更 容易 编码 。 这 意味 看 将 图 转换 为 字 
符 串 的 过 程 会 更 快 ， 结 果 字 符 串 也 更 短 。 尽 管 有 限 自 动机 比 图 灵机 简 
单 ， 我 们 也 可 以 借助 完全 相同 的 理念 进行 编码 。 一 旦 你 了 解 如 何 编 码 一 
个 机 器 ， 就 能 够 设计 出 一 种 可 以 编码 任何 机 器 的 方法 。 


我 们 假设 数字 字母 表 内 包含 0 和 1《〈 如 果 输 入 字符 串 使 用 了 不 同 的 字 
母 表 ， 应 该 将 其 转变 为 只 使 用 和 1 的 字母 表 ) 。 


为 了 对 有 限 上 自动 机 进行 完整 的 描述 ， 你 应 该 列 出 如 下 信息 : 

1. 状态 数 。 

2. 开始 状态 。 

3. 接纳 状态 。 

4. 对 于 每 个 状态 ， 如 果 输 入 0 会 发 生 人 什么， 如 果 输 入 1 会 发 生 什么 。 


为 了 便于 描述 ， 我 们 假设 所 有 状态 都 已 经 被 编号 ， 并 且 第 一 个 状态 
就 是 开始 状态 。 


现在 ， 我 们 需要 一 种 方法 将 描述 编码 为 二 进 制 字符 串 。 关 键 是 使 用 
0 来 编码 数字 ， 使 用 1 来 编码 其 他 信息 。 这 里 的 其 他 信息 类 似 于 标点 符 
号 。 用 文字 来 表述 就 是 你 需要 用 标点 符号 告诉 我 们 ， 句 子 从 哪里 开始 ， 
到 哪里 结束 ， 并 以 此 来 区 分 主 从 句 。 在 描述 机 上 费时， 我 们 需要 做 相同 的 
事情 。 我 们 将 在 编码 的 开始 和 结束 部 分 使 用 4 个 连续 的 1。3 个 连续 的 1 表 
示 一 个 种 类 的 停止 一 一 类 似 于 句号 。 两 个 连续 的 1 表示 子 类 的 改变 一 一 
类 似 于 分 号 。 一 个 1 的 用 法 则 类 似 于 如 号 。 下 面 这 个 具体 例子 会 让 各 位 
读者 有 更 加 清晰 的 认识 。 让 我 们 考虑 一 下 之 前 探讨 过 的 M2 机 器 。 如 图 
6-1 所 示 ， 二 者 唯一 的 不 同 是 状态 的 名 称 。 在 前 和 面 的 讨论 中 ， 我 们 用 字 
母 来 标记 这 些 状 态 ， 现 在 我 们 将 使 用 连续 整数 来 标记 ， 开 始 状态 标记 为 
1。 


] 0 
0 ] 


>9 


1 
M,: 以 01 结尾 的 字符 囊 
图 6 -1 有 限 自 动机 


编码 的 开始 和 结束 都 用 4 个 1 来 表示 。 所 以 ， 编 码 的 前 4 个 符号 是 
1111。 我 们 接 下 来 需要 输入 状态 的 数量 。 这 个 机 器 有 三 个 状态 ， 我 们 用 
三 个 0 来 表示 这 些 状态 。 所 以 编码 变 成 了 1111000。 我 们 已 经 讨论 完 状 态 
的 数量 ， 所 以 我 们 在 结尾 加 上 111。 下 一 个 要 输入 的 是 输入 状态 列表 。 


在 这 里 ， 只 有 状态 3 能 被 接纳 ， 我 们 用 三 个 0 来 表示 这 个 状态 。 我 们 的 编 
码 现 在 变 成 了 1111000111000。 我 们 再 输入 三 个 1 来 表示 已 经 讨论 完 接 纳 
状态 ， 这 样 一 来 ， 我 们 束 得 到 了 1111000111000111。 


如 果 状 态 2 和 状态 3 都 成 为 接纳 状态 ， 我 们 就 可 以 将 这 种 信息 编码 为 
0011000。 两 个 1 分 隔 了 对 状态 的 描述 。 如 果 三 个 状态 都 是 接纳 状态 ， 我 
们 就 可 以 将 这 种 情况 写作 0110011000。 


现在 ， 我 们 需要 给 出 信息 ， 描 述 当 我 们 处 于 一 个 状态 并 且 输 入 0 或 1 
时 ， 会 发 生 什么 。 我 们 轮流 进入 各 个 状态 。 对 于 每 个 状态 ， 我 们 首先 要 
明确 ， 当 输入 为 0 时 进入 哪个 状态 ， 当 输入 为 1 时 进入 哪个 状态 一 一 使 用 


个 1 来 分 隔 这 些 信息 。 


在 状态 1 中 ， 如 果 输 入 0， 我 们 移动 到 状态 2， 如 果 输 入 1， 我 们 移动 
到 状态 1。 这 被 编码 为 0010。 在 状态 2 中 ， 如 果 输 入 0， 我 们 移动 到 状态 
2， 如 果 输 入 1， 我 们 移动 到 状态 3。 这 被 编码 为 001000。 在 状态 3 中 ， 如 
果 输 入 0， 我 们 移动 到 状态 2， 如 果 输 入 1， 我 们 移动 到 状态 1。 这 被 编码 
为 0010。 这 三 段 信 息 都 被 两 个 1 分 隔 开 。 至 此 ， 我 们 得 到 了 
001011001000110010。 将 它 添加 到 我 们 刚才 的 编码 后 ， 就 得 到 了 
1111000111000111001011001000110010。 最 后 ， 我 们 添加 4 个 1， 表 示 我 
们 已 经 完成 了 描述 。 这 样 ， 我 们 得 到 的 编码 束 是 
11110001110001110010110010001100101111。 


一 个 机 器 编码 的 标准 标记 是 (M) 。 所 以 ， 《M2〉=111100 
01110001110010110010001100101111。 


我 们 不 仅 能 编码 有 限 自动 机 ， 获 得 一 个 由 0 和 1 组 成 的 字符 串 ， 还 能 
解码 这 个 字符 串 。 我 们 不 仅 能 从 M 来 到 (M) ， 而 且 能 从 (M)〉 回 
到 M。 使 用 我 们 的 解码 方法 就 能 够 实现 。 为 了 进行 说 明 ， 让 我 们 再 来 看 
看 1111001110011100101101001111 这 个 字符 串 。 我 们 将 逐步 进行 解码 。 


前 4 个 1 说 明 这 是 对 一 个 机 器 搬 述 的 开始 ， 最 后 4 个 1 说 明 我 们 正在 结 
束 描 述 。 现 在 ， 我 们 读 入 第 一 个 由 0 组 成 的 子 串 


1111001110011100101101001111 


这 里 加 粗 的 两 个 0 告诉 我 们 ， 这 个 机 器 有 两 个 状态 。 下 一 个 由 0 组 成 
的 子 串 


1111001110011100101101001111 
告诉 我 们 ， 状 态 2 是 接纳 状态 。 
再 下 一 个 加 粗 的 子 串 
1111001110011100101101001111 


告诉 我 们 ， 如 果 在 状态 1 接收 了 0， 我 们 将 移动 到 状态 2， 如 果 接 收 


了 1， 我 们 将 移动 到 状态 1。 最 后 这 段 被 加 粗 的 子 串 


一 


1111001110011100101101001111 


告诉 我 们 ， 如 果 在 状态 2 接收 了 0， 我 们 将 移动 到 状态 1， 如 果 接收 
了 1， 我 们 将 移动 到 状态 2。 这 是 对 有 限 目 动 机 的 完整 描述 。 图 6-2 男 出 
了 这 个 有 限 目 动机 。 这 个 机 器 是 用 来 识别 拥有 奇数 个 0 的 字符 串 的 有 限 
目 动机 。 


可 


0 
M :有 奇数 个 0 的 字符 囊 


图 6 - 2 有 限 自 动机 


通用 机 器 


如 果 我 们 要 进行 实际 运算 ， 就 需要 给 有 限 目 动机 加 上 一 个 输入 字符 
串 。 为 了 将 这 个 信息 整合 进 编码 中 ， 需 要 在 编码 最 后 进行 一 些 处 理 。 如 
果 给 定 机 龙 M 和 输入 字符 串 I， 我 们 将 用 (M，7T) 来 表示 字符 串 (M)》 和 
输入 字符 串 I 的 组 合 。 假 设 有 人 给 我 们 提供 了 如 下 字符 串 ， 并 且 想 要 知 
道 计算 的 答案 是 否 被 接纳 。 


‘M, TD =111100111011100101101001111110010110 


我 们 知道 ， 对 机 器 的 编码 会 在 输入 字符 串 前 被 给 出 。 我 们 还 知道 ， 
机 器 编码 以 4 个 1 开始 。 所 以 ， 当 我 们 再 次 读 入 4 个 1 的 时 候 ， 我 们 知道 编 
码 己 经 结束 ， 输 入 字符 串 将 要 开始 。 在 这 个 例子 中 ， 我 们 得 到 了 《MD 
=111100111011100101101001111 和 T= 110010110 


我 们 现在 可 以 解码 机 器 的 编码 ， 并 且 画 出 这 个 机 器 。 我 在 图 6-3 中 
完成 了 这 项 工作 。 它 与 之 前 的 机 器 一 样 ， 不 同 之 处 在 于 第 一 个 状态 取代 
第 二 个 状态 成 为 接纳 状态 。 


图 6 - 3 有 限 自 动机 


这 个 机 器 接纳 拥有 偶数 个 0 的 字符 串 。 我 们 输入 的 字符 串 是 
110010110， 拥 有 4 个 0， 所 以 机 器 可 以 接纳 它 。 因 此 ， 


‘M, TD = 111100111011100101101001111110010110 


这 个 计算 可 以 被 接纳 。 


我 们 了 解 了 如 何 拿 到 有 限 自动 机 M 和 输入 数据 I， 将 这 两 段 信息 编码 
为 一 个 字符 串 (M，7T) 。 我 们 也 知道 了 如 何 逆转 这 一 过 程 。 给 定 字符 串 
(M，7T) ， 我 们 有 办 法 将 (M)〉 和 I 分 隔 开 ， 之 后 再 重 构 原 本 的 自动 
机 M， 最 后 在 我 们 重 构 出 来 的 机 嚣 M 上 运行 字符 串 T。 


这 样 来 实现 我 们 的 目的 ， 看 起 来 似乎 太 过 迁 回 ， 然 而 这 其 中 缠 合 
一 个 重要 的 理念 。 让 我 重 述 上 一 段 最 后 一 多， 再 做 一 点 改动 : 给 定 字符 
串 《4M，7T) ， 我 们 得 到 了 将 给 定 字 符 串 《〈《M)》 与 [分 隔 开 的 算法 ， 之 后 
重 构 原 本 的 目 动机 M， 最 后 在 我 们 重 构 的 机 器 M 上 运行 字符 串 T。 根 据 苑 
奇 一 图 灵 论 题 ， 如 果 我 们 有 一 个 算法 ， 束 可 以 设计 一 个 图 灵机 来 执行 这 
个 算法 。 因 此 ， 会 有 一 个 图 灵机 能 够 接纳 “M，7 作为 输入 ， 模 拟 机 
右 M 接 收 输入 I 的 过 程 。 结 论 是 有 一 个 图 姑 机 能 够 模拟 运行 任何 输入 的 任 
意 有 限 目 动机 。 很 明显 ， 这 是 一 个 强大 的 机 器 ， 但 是 我 们 能 制造 出 一 些 
更 强大 的 东西 。 


我 们 已 经 讨论 了 有 限 自 动机， 我 们 可 以 使 用 几乎 一 样 的 方式 来 设计 
图 灵机 。 两 者 唯一 的 区 别 在 于 ， 图 元 机 更 复杂 ， 需 要 更 多 信息 进行 描 
述 ， 这 也 就 产生 了 更 长 的 编码 。 像 处 理 有 限 上 自动 机 那样 ， 有 一 种 将 图 灵 
机 从 编码 中 重 构 的 算法 。 


如 果 给 定 一 个 编码 “M，1) ， 其 中 MM 为 图 灵机 ，I 为 输入 ， 我 们 知 
道 有 一 个 算法 能 够 重 构 M， 并 且 在 重 构 出 的 ME 上 运行 T。 这 人 句 话 也 可 以 重 
新 表述 为 ， 给 定 一 个 编码 (M，TD ， 有 一 个 算法 将 〈《M，7T 作为 输 
入 ， 如 果 M 接 纳 I， 将 给 出 “接纳 ”这 个 答案 ， 如 果 M 拒 绝 I， 将 给 出 “ 拒 
绝 ” 这 个 答案 ， 并 且 如 果 M 没 有 在 I 上 停止 ， 整 个 过 程 就 不 会 停止 。 


现在 ， 根 据 印 奇 一 图 灵 论 题 ， 我 们 知道 每 个 算法 都 存在 一 个 对 应 的 
图 灵机 。 所 以 我 们 得 到 : 存在 一 个 图 灵机 U， 将 接受 任意 “M，71) 作为 
输入 ， 如 果 M 接 纳 I， 给 出 “接纳 ”这 个 答案 ， 如 果 M 拒 绝 I， 给 出 “拒绝 ”这 
个 答案 ， 并 且 如 果 M 没 有 在 I 上 停止 ， 整 个 过 程 就 不 会 停止 。 

这 个 机 器 U 能 够 在 任意 输入 上 模拟 任意 图 灵机 。 能 够 完成 这 个 行为 
的 机 器 被 称 作 通用 图 灵机 。 

现代 计算 机 就 是 通用 图 录 机 。 我 们 可 以 将 M 视 作 程序 ， 将 I 视 作 数 
据 。《M，7T) 就 对 应 转换 为 二 进 制 字符 串 的 程序 和 数据 。 当 计算 机 运行 
(M，7T) 的 时 候 ， 它 就 是 在 程序 M 上 模拟 输入 I。 


设计 通用 机 需 

通用 机 器 是 一 台 计 算 机 ， 它 能 够 读 取 由 图 灵机 和 输入 字符 串 组 成 的 
描述 ， 并 在 图 灵机 上 模拟 这 个 字符 串 的 运行 。 首 先 ， 让 我 们 简单 地 思考 
一 下 人 类 和 人 类 的 能 

在 介绍 图 灵机 的 章节 中 ， 我 们 讨论 了 一 个 能 够 查看 由 0 和 1 组 成 的 字 


符 吝 ， 并 且 判 断 0 和 1 的 数量 是 否 相 等 的 图 灵机 。 之 后 ， 我 们 又 讨论 了 一 
个 运行 字符 串 001 的 图 灵机 的 例子 。 


对 图 灵机 的 描述 是 由 图 给 出 的 。 通 过 这 个 描述 和 输入 字符 串 011， 
我 们 可 以 模拟 机 器 的 运行 。 我 们 或 者 完全 在 大 脑 中 实现 这 一 过 程 ， 或 者 
在 纸 上 写 出 中 间 步 又 ， 但 无 论 是 哪 种 情况 ， 我 们 的 大 脑 都 会 模拟 这 个 机 
需 在 运行 目 己 的 输入 。 在 上 一 章 中 ， 我 们 看 到 给 定 任意 网 和 一 个 输入 字 
符 串 ， 我 们 就 可 以 在 这 个 输入 上 模拟 运行 这 个 机 顺 。 当 时 我 们 以 为 我 们 
在 研究 图 灵机 如 何 工 作 ， 然 而 在 这 个 过 程 中 ， 我 们 看 到 了 我 们 拥有 在 任 
意 输入 上 模拟 任意 图 灵机 的 能 力 。 这 种 能 力 意味 着 我 们 就 是 通用 图 灵 
机 。 我 们 拥有 运行 任何 算法 的 能 


“我 们 是 通用 图 灵机 ”这 个 说 法 好 像 在 颂扬 我 们 的 能 力 ， 但 是 事实 并 
非 如 此 。 如 果 我 们 得 到 了 一 组 告诉 我 们 在 所 有 情况 下 应 该 做 出 什么 反应 
的 指令 ， 我 们 就 拥有 执行 这 个 指令 组 的 能 力 。 一 旦 你 理解 了 图 灵机 的 图 
在 描述 什么 ， 束 很 容易 在 一 个 图 灵机 上 运行 一 个 输入 字符 串 。 这 几乎 不 
需要 任何 脑力 参与 。 在 每 个 阶段 ， 只 有 一 件 接 下 来 需要 完成 的 事情 。 因 
此 ， 通 用 图 灵机 不 必 是 复杂 的 机 器 ， 它 可 以 是 相对 简单 的 事物 。 


在 上 一 市 中 ， 我 们 讨论 了 一 个 通用 图 姑 机 U0 将 (M，7T) 作为 输入 ， 
并 且 在 输入 [上 运行 M。 机 器 U 可 以 相当 简单 ，M 则 更 加 复杂 。 换 言 之 ， 
设计 一 个 算法 要 比 设 计 一 个 运行 这 一 算法 的 机 器 困难 。 


你 或 许 想 知道 ， 是 否 有 可 能 画 出 一 个 通用 图 灵机 的 图 。 答 和 案 是 衣 定 
的 ， 然 而 想 要 解释 清楚 这 个 机 器 的 每 一 个 状态 都 在 做 什么 是 一 个 相当 宏 
伟 的 工程 。 


我 们 不 会 过 多 地 探讨 设计 一 个 通用 图 灵机 的 细节 ， 但 对 于 想 要 深入 
了 解 的 读者 ， 我 建议 阅读 马 文 : 明 斯 基 的 著作 《计算 : 有 限 和 无 限 机 
器 》， 其 中 提 到 了 不 少 例子 。 在 状态 数量 和 磁带 上 人 允许 的 不 同 符号 的 数 
量 ， 以 及 使 整个 系统 运行 的 复杂 性 之 间 ， 需 要 认真 权衡 。 他 提出 的 第 一 


个 例子 具有 23 个 状态 和 6 种 磁带 符号 。 这 是 最 容易 理解 的 例子 ， 状 态 被 
分 类 为 能 够 实现 不 同 功 能 的 部 分 。 他 给 出 了 一 个 只 包含 7 个 状态 和 4 种 符 
写 的 例子 ， 但 是 他 也 指出 :“ 正 如 读者 将 要 看 到 的 ， 这 个 机 器 或 其 他 类 
似 机 器 将 不 适合 用 于 解释 说 明 。” 


相 比 于 显 式 设计 一 个 通用 图 灵机 ， 我 们 将 稍稍 走 一 点 弯路 。 我 们 将 
先 证 明 现 代 计 算 机 是 通用 机 器 ， 之 后 再 证 明 它 们 能 够 用 图 灵机 来 表示 。 


这 种 方法 的 优点 在 于 它 令 印 奇 一 图 灵 论 题 看 起 来 更 加 可 信 。 这 个 论 
题 提 到 ， 给 定 任意 算法 ， 总 能 设计 出 图 灵机 来 执行 这 一 算法 。 一 旦 我 们 
证 明了 现代 计算 机 和 图 灵机 在 计算 上 是 等 价 的 ， 这 个 论题 就 可 以 重新 表 
述 为 : 给 定 任意 算法 ， 总 能 设计 出 一 个 现代 计算 机 来 计算 它 。 这 似乎 更 
令 人 信服 。 


现代 计算 机 是 图 灵机 


为 了 证 明 计 算 机 是 通用 图 录 机 ， 我 们 必须 证 明 计 算 机 可 以 在 任意 磁 
市 上 模拟 任意 图 灵机 。 这 个 想法 看 起 来 似乎 非常 合理 ， 我 们 将 规划 出 一 
个 框架 来 分 析 完 竟 如 何 证 明 这 个 想法 。 


对 人 类 而 言 ， 拿 到 描述 图 灵机 的 图 是 有 帮助 的 ， 然 而 对 计算 机 而 
言 ， 最 好 不 要 用 图 来 描述 图 灵机 。 垃 和 运 的 是 ， 我 们 很 容易 做 到 这 一 点 。 


当 我 们 介绍 图 灵机 的 时 候 ， 我 们 从 图 6-4 开 始 。 
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图 6 -4 图 灵机 


图 6-4 告 诉 我 们 ， 如 果 处 在 状态 A， 并 且 接 收 了 输入 0， 那 么 下 一 步 
就 是 移动 到 状态 B， 在 磁带 上 写 下 X， 将 磁头 向 左 移 动 。 我 们 可 以 用 一 
个 五 元 组 (A, 0, B, X, L) 来 表示 相同 的 信息 : 第 一 个 是 当前 状态 ， 第 二 个 
是 当前 磁带 符号 ， 第 三 个 是 新 状态 ， 第 四 个 告诉 我 们 在 磁带 上 写 入 什 
么 ， 最 后 一 个 告诉 我 们 应 该 将 磁 尖 向 哪 个 方 回 移 动 ‘ 这 种 使 用 五 元 组 的 
方法 实际 上 就 是 标准 标记 法 ， 图 灵 并 没有 画图 ， 他 使 用 了 五 元 组 ) 。 


一 旦 你 用 五 元 组 来 描述 图 灵机 ， 融 很 容易 编写 出 一 个 计算 机 程序 来 
模拟 图 灵机 在 输入 磁带 上 的 活动 。 程 序 读 入 五 元 组 和 输入 字符 串 。 在 每 
个 阶段 ， 程 友 读 入 当前 状态 和 当前 输入 符 写 。 随 后 ， 它 搜索 所 有 五 元 
组 ， 碍 找到 前 两 个 条 目 符合 的 五 元 组 。 再 之 后 ， 它 用 另外 三 个 条 目 更 新 
状态 ， 更 新 存储 字符 种， 并 选择 下 一 个 输入 符号 。 


这 个 论证 相当 简单 ， 它 给 出 了 “如 何在 计算 机 上 模拟 运行 任意 输入 
的 任意 图 灵机 ”的 大 至 过程 。 它 向 我 们 展示 了 现代 计算 机 是 通用 机 器 。 


这 样 一 来 ， 我 们 能 够 在 现代 计算 机 上 模拟 图 灵机 ， 就 不 再 那么 令 人 
惊讶 了 。 真 正 令 人 惊讶 的 是 我 们 能 够 设计 出 一 个 图 灵机 来 模拟 现代 计算 
机 ， 这 说 明 图 灵机 在 计算 能 力 上 是 与 现代 计算 机 等 价 的。 我 们 将 描述 如 
何 实现 这 个 过 程 。 


冯 : 诡 依 受 结构 


《关于 EDVAC 的 报告 草案 》 或 许 是 关于 现代 计算 机 设计 的 最 为 重 
要 的 论文 。 这 篇 论文 写 于 1945 年 ， 当 时 人 类 正在 制造 第 一 批 电子 计算 
机 。 这 篇 论文 描述 了 计算 机 设计 的 基本 框架 ， 融 合 了 前 人 研究 的 设计 理 


人 O 


这 篇 论文 的 视角 与 图 灵 论 文 的 视角 鹤 然 不 同 。 图 灵感 兴趣 的 是 完 竟 
什么 是 可 以 计算 的 。 他 的 机 器 只 是 整合 了 人 类 计算 者 基本 计算 步骤 的 理 


论 结构 ， 而 冯 : 诡 依 曼 感 兴趣 的 是 设计 一 台 有 效 的 机 器 来 运行 实际 计 
算 。 这 种 想法 带 来 的 设计 就 是 人 们 第 说 的 冯 : 话 依 曼 结 构 ， 大 多 数 现 代 
计算 机 都 是 基于 这 种 结构 设计 的 。 


汉 : 诡 依 曼 的 设计 汲取 了 许多 人 的 理念 。《EDVAC 的 报告 草案 》 只 
是 一 篇 论文 的 草稿 ， 原 本 只 是 给 一 小 部 分 人 传阅 的 。 如 果 像 原本 计划 的 
那样 ， 这 篇 论文 只 在 小 范围 内 传阅 ，“ 汉 : 诺 依 曼 被 列 为 唯一 作者 ， 其 他 
人 的 研究 成 果 并 没有 被 提 及 ”这 一 事实 就 不 会 造成 太 大 的 影响 。 然 而 ， 
这 篇 论文 很 快 被 传播 开 来 ， 并 且 对 后 续 的 计算 机 设计 产生 了 巨大 的 影 
啊 。 这 篇 论文 中 一 些 概念 的 发 起 者 ， 比 如 普 雷 斯 伯 : 埃 殉 特 (J. Presper 
Eckert) 和 约 畏 : 葛 奇 利 (John Mauchly) ， 对 上 自己 的 研究 在 冯 : 诡 依 曼 结 
构 中 起 到 了 关键 性 作用 但 并 未 被 提 及 ， 感 到 相当 诅 丧 。 


计算 机 的 心脏 是 CPU〈 中 央 处 理 器 ) 。CPU 从 内 存 中 载 入 指令 ， 进 
行 解码 和 执行 。 这 可 能 包含 从 内 存 读 入 更 多 数据 或 执行 简单 的 结构 和 好 
辑 操作 。CPU 由 一 个 控制 单元 和 一 个 算术 逻辑 单元 组 成 。 这 些 单元 都 包 
含 特定 的 快速 内 存单 元 ， 即 寄存 器 。 一 个 特殊 的 寄存 器 是 程序 计数 器 。 
它 的 作用 是 记录 下 一 条 要 执行 的 指令 的 地 址 。 在 每 个 周期 开始 时 ， 控 制 
单元 从 计算 机 中 读 入 下 一 条 指令 的 地 址 ， 并 使 用 这 个 地 址 从 内 存单 元 载 
入 指令 。 


这 些 指令 列 出 了 CPU 的 最 基本 操作 ， 包 括 在 内 存 和 寄存 器 之 间 移 动 
数据 的 规则 ， 以 及 使 用 算术 逻辑 单元 完成 的 一 些 简 单 操 作 。 任 何 计算 机 
能 够 运行 的 程序 都 必须 转变 为 这 些 基 本 机 器 指令 的 组 合 。 我 们 一 般 会 使 
用 高 级 语言 编写 程序 ， 但 是 在 计算 机 实现 这 些 程序 前 ， 必 须 使 用 编译 器 
将 这 些 程序 转换 为 机 器 语言 。 


在 判断 哪些 东西 理论 上 可 以 在 现代 计算 机 上 计算 之 前 ， 我 们 需要 一 
个 数学 模型 来 涵盖 所 有 必要 的 特征 。 随 机 存 取 机 器 (Random Access 
Machine， 人 简称 RAM) ， 就 是 这 样 的 一 个 数学 模型 。 


随机 人 存 取 机 需 


随机 存 取 机 器 是 一 个 具备 冯 : 诡 依 曼 络 构 的 理论 机 器 模型 。 这 个 模 
型 虽然 是 理论 上 的 ， 但 却 拥 有 具备 这 种 结构 的 实际 计算 的 所 有 基本 性 
质 ， 而 且 它 是 一 个 描述 大 多 数 现 代 计 算 机 的 优秀 模型 。 三 


RAM 这 三 个 首 字母 缩写 有 两 重 含义 : 一 个 流行 的 含义 是 随机 存 取 
内 存 ; 故 一 个 不 太 常 见 的 含义 束 是 随机 存 取 机 器 。 所 有 计算 机 都 会 在 内 
存 中 存储 一 些 东西 。 每 个 东西 都 会 有 一 个 属于 自己 的 地 址 ， 这 个 地 址 后 
诉 计算 机 数据 被 存储 在 内 存 中 的 什么 位 置 。 如 果 内 存 是 随机 存 取 的 ， 那 
么 每 个 地 址 都 可 以 被 即时 定位 。 计 算 机 不 必 搜 索 整个 地 址 列表 来 找 出 一 
个 特定 的 地 址 。 


图 灵机 使 用 磁 融 来 存储 信息 ， 并 不 具有 随机 存 取 能 力 。 如 果 机 器 需 
要 使 用 的 信息 被 存储 在 距离 磁头 当前 读 取 位 置 很 远 的 单元 中 ， 那 么 磁头 
必须 经 过 所 有 中 间 单 元 ， 才 能 移动 到 指定 位 置 。 如 果 随 机 存 取 机 器 需要 
菏 个 信息 ， 就 能 够 即时 来 到 这 个 信息 所 存储 的 位 置 。 


RAM 拥 有 无 限 多 个 内 存单 元 ， 分 别 用 M(1)，M(2)，M(3) 表 示 ; 以 及 
有 限 个 寄存 器 ， 分 别 用 Ro, R1, .…, Rr 表示 。 每 个 内 存单 元 和 寄存 器 都 可 
以 存储 一 个 整数 。 还 有 一 个 名 为 程序 计数 器 的 东西 能 够 存储 非 负 整数 
值 。 


这 个 机 器 运行 一 个 由 一 系列 指令 组 成 的 程序 ， 使 用 程序 计数 器 为 程 
序 提供 下 一 条 待 执行 指令 的 编写。 每 条 指令 告诉 寄存 器 Ro 和 程序 计数 器 
应 该 如 何 更 新 内 容 。 因 为 指令 列表 相当 短 ， 我 们 将 完整 地 列 出 来 。 

前 三 个 指令 包括 将 数字 载 入 寄存 器 。 我 们 可 以 将 一 个 整数 n 载 
入 Ro0， 将 存储 在 任意 寄存 器 中 的 数字 载 入 Rg， 将 存储 在 Ro 中 的 数字 载 
入 任意 寄存 器 。 我 们 分 别 用 三 个 表达 式 表 示 这 三 个 操作 : 


Ro:=n, Ro:= R, 以 及 R= Ro 


我 们 可 以 做 一 些 简 单 的 算数 操作 。 我 们 将 一 个 数字 mn 加 到 存储 在 寄 
存 器 Ro 的 数值 上 ， 将 任意 寄存 器 中 的 数字 加 到 存储 在 寄存 器 RO 的 数值 
上 ， 将 任意 寄存 器 中 的 数字 乘 到 存储 在 寄存 器 RO 的 数值 上 。 我 们 用 下 列 
表达 式 来 表示 这 些 操作 ; 


Ri: = 二 R= 及 二 及 以 及 RR:=R, XR 


我 们 还 可 以 将 存储 在 任意 内 存 地 址 的 数字 载 入 Ro， 或 者 将 Ro 中 的 
数值 写 入 任意 内 存 地 址 。 这 些 操作 可 以 写作 : 


Ry: = M(R,) 和 M(R): = R, 


在 这 里 ，M(Rs) 表示 首先 读 入 存储 在 Re 中 的 整数 ， 随 后 将 其 作为 内 
存 地 址 。 也 

程序 计数 喜 通 种 在 一 条 指令 被 读 取 后 增加 1。 这 意味 着 机 咒 在 读 入 
一 条 指令 后 ， 会 来 到 列表 上 的 下 一 条 指令 ， 但 是 我 们 有 很 多 方法 来 修改 
程序 计数 器 。 这 个 程序 可 以 调 到 第 mn 条 指令 ， 我 们 将 其 表示 为 


PC: =n 


我 们 也 可 以 使 用 两 个 条 件 论 述 ， 包 括 存 储 在 Ro 中 的 数字 是 否 等 于 


如 果 Ro =0， 那 么 PC: =n,， 


以 及 


如 果 Ro >0， 那 么 PC: = nm 


当 我 们 开始 一 个 计算 的 时 候 ， 存 储 在 寄存 器 和 内 存 中 的 数字 都 将 被 
清 零 。 输 入 包括 一 个 数字 字符 串 ， 代 表 程 序 和 被 恋 入 内 存 的 数据 。 如 果 
数字 字符 串 是 k 个 单位 长 ， 它 就 会 被 读 入 M(1), M(2), .…, M(kK) ， 其 余 的 内 
存单 元 仍然 为 0。 程 序 计数 器 设置 为 1。 


RAM 为 我 们 提供 了 一 个 现代 计算 机 的 出 色 模 型 。 从 最 基本 的 层面 
来 看 ， 现 代 计 算 机 完成 的 是 基于 一 些 简 单 操作 的 计算 ， 而 且 这 些 计 算 实 
际 上 就 是 RAM 描 述 中 列 出 的 操作 。 因 此 ， 为 了 证 明 图 灵机 能 够 模拟 现 
代 计 算 机 ， 模 拟 一 个 RAM 了 就 已 经 足够 。 


图 灵机 能 够 模拟 RAM 


设计 图 灵机 来 实现 整数 加 法 和 乘法 相当 简单 。 一 个 加 法 机 将 输入 整 
数 m 和 n， 在 计算 结束 时 将 整数 m + n 留 在 磁带 上 。 一 旦 我 们 拥有 了 可 以 
进行 加 法 和 乘法 的 图 灵机 ， 就 可 以 将 它们 整合 为 一 个 同时 具有 加 法 和 乘 
法 能 力 的 图 灵机 。 和 编程 中 使 用 的 子 程序 一 样 ， 我 们 能 够 将 可 以 实现 简 
单 功能 的 图 元 机 整合 为 一 个 需要 使 用 这 些 简单 功能 的 更 加 复杂 的 图 灵 
机 。 一 个 模拟 RAM 的 图 灵机 需要 具有 加 法 和 乘法 功能 。 我 们 将 假设 我 
们 已 经 设计 出 可 以 完成 这 些 操作 的 图 录 机 ， 并 且 可 以 将 它们 整合 到 我 们 
的 新 机 器 中 。 


我 们 无 法 通过 赋予 图 灵机 更 多 功能 来 让 它们 变 得 更 强大 。 具 体 来 
说 ， 即 使 为 它们 提供 更 多 磁 市 和 磁头， 也 不 能 提升 计算 能 力 。 通 过 证 明 
任意 具备 多 磁带 的 图 灵机 可 以 用 其 备 单一 磁带 的 图 灵机 模拟 三， 我 们 可 
以 证 明 上 述 观 点 。 将 RAM 转 换 为 多 磁 市 图 灵机 将 是 我 们 的 第 一 步 。 完 
成 了 这 一 步 ， 我 们 就 可 以 将 其 转换 为 单一 磁带 图 灵机 。 


我 们 最 初 的 图 灵机 只 有 一 个 用 于 内 存 的 磁带 ， 一 个 用 于 寄存 器 和 程 
序 计数 器 的 磁带 ， 一 个 额外 的 用 于 草稿 的 磁带 。 弟 先 ， 我 们 来 搬 述 一 下 
内 存 磁 带 。 


RAM 开 始 输 入 一 个 列 出 了 数据 和 指令 的 字符 串 。 我 们 用 v1v2...vk 来 
表示 这 个 字符 串 。 图 灵机 需要 记录 每 个 符号 在 字符 串 中 的 位 置 一 一 即 它 
需要 记录 下 标 。 为 了 实现 这 一 点 ， 我 们 将 在 字母 表 中 增加 两 个 新 符号 ， 
分 别 用 # 和 * 来 表示 。 


之 后 ， 我 们 用 输入 字符 串 v1v2...vk 来 初始 化 我 们 的 图 灵机 并 且 插 入 
符号， 这 样 一 来 ， 我 们 就 在 内 存 人 磁带 上 得 到 了 : 
#1*V,#2*V,#3*Vy,#.……#k *vy,# 


这 确保 了 我 们 可 以 记录 数字 对 应 的 每 条 指令 。 如 果 我 们 要 找 原始 
RAM 输 入 字符 串 的 第 二 个 元 素 ， 可 以 先 找 新 字符 串 中 的 把 *。 一 旦 看 到 
这 个 ， 我 们 残 知 道 vo 将 要 成 为 下 一 个 字符 串 。 我 们 知道 ， 在 读 入 #2* 
后 ， 字 符 串 v2 立即 开始 ， 并 且 在 我 们 读 入 下 一 个 # 前 结束 。 


其 他 磁带 最 初 都 是 空白 的 ， 只 有 程序 计数 器 的 磁带 初始 值 为 1。 


我 们 将 给 出 一 个 图 灵机 的 例子 。 假 设 它 已 经 在 运行 ， 现 在 我 们 观察 
一 下 在 完成 9 条 指令 后 的 情况 。 我 们 将 看 到 它 如 何 处 理 第 10 条 指令 。 在 
完成 一 条 指令 后 ， 这 个 机 器 会 从 程序 计数 器 磁带 上 读 入 待 执行 的 下 一 条 
指令 的 编号 。 我 们 假定 第 9 条 指令 并 未 涉及 跳 转 ， 而 且 程序 计数 器 每 一 
个 阶段 只 更 新 一 个 数值 。 之 后 ， 程 序 计数 器 将 写 上 10。 机 器 搜索 整个 内 
存 磁 带 来 寻找 #10。 它 找到 了 #0 * vi0o# 。 接 下 来 ， 它 要 检查 v1j0。 这 或 
许 是 对 应 一 条 指令 的 一 个 整数 。 让 我 们 假设 ， 它 对 应 指令 R0:= M(R3) 。 
这 个 机 器 随后 读 入 R3 磁 带 上 的 整数 ， 并 在 内 存 磁带 上 寻找 这 个 整数 。 例 
如 ， 假 设 R3 包 含 整数 41。 机 器 会 在 内 存 磁 带 上 寻找 #41*。 它 找到 #41* 


v41# ”并 将 v41 复 制 到 磁带 Rg。 最 后 ， 它 在 程序 计数 器 上 加 1。 第 10 条 指 
令 完成 ， 开 始 第 11 条 指令 。 


所 有 RAM 的 机 器 指令 者 可 以 在 具备 多 磁带 的 图 灵机 上 完成 。 具 备 
多 磁带 的 机 器 可 以 由 单一 磁带 的 图 灵机 模拟 。 当 然 ， 这 个 新 的 图 灵机 将 
拥有 许多 状态 ， 并 且 相 当 复杂 。 执 行 一 条 简单 的 RAM 指 令 需 要 很 多 个 
步骤。 但 是 ， 我 们 对 如 何 真正 构建 这 个 机 器 并 不 感 兴 趣 。 我 们 只 是 想 证 
明 这 个 转换 理论 上 是 可 行 的 。 一 旦 我 们 确信 可 以 用 图 灵机 模拟 RAM 的 
所 有 基本 指令 ， 我 们 就 可 以 模拟 整个 AM。 这 就 说 明 图 灵机 具备 现代 
计算 机 的 计算 能 


其 他 通用 机 器 


我 们 已 经 看 到 现代 计算 机 是 通用 机 器 ， 一 些 非常 简单 的 计算 系统 也 
古 通 用 的 。 明 斯 基 研 究 了 波斯 特 的 标签 系统 ， 并 且 能 够 构建 出 一 个 模拟 
通用 图 灵机 的 标签 系统 。 因 此 从 理论 上 说 ， 标 签 系统 能 够 完成 图 灵机 或 
计算 机 能 完成 的 工作 。\S/ 


在 讨论 一 维 元 胞 自动 机 的 时 候 ， 我 们 观察 到 一 些 能 够 被 视 作 计算 算 
法 的 规则 。 令 人 惊讶 的 是 ， 它 们 也 可 以 模拟 通用 图 隶 机。 史蒂芬 : 沃 尔 
弗 拉 姆 猜测 ， 规 则 110 (如 图 6-5 所 示 〉 是 图 灵 完 备 的 。 这 是 一 个 依赖 开 
人 磁带 并 展现 出 混乱 和 稳定 混合 的 规则 。 对 一 些 开 始 磁带 而 言 ， 这 条 规 
则 产生 了 非常 简单 的 输出 。 对 其 他 开始 磁带 而 言 ， 输 出 看 起 来 是 杂乱 无 
间 的 。 沃 尔 弗 拉 姆 猪 测 规则 110 应 该 能 够 进行 任何 计算 。 
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图 6 -5 规则 110 


马 修 : 库 克 供职 于 沃 尔 弗 拉 姆 研究 中 心 ， 他 成 功 地 证 明了 沃 尔 弗 拉 


姆 的 猜测 是 正确 的 。 这 是 一 个 令 人 印象 深刻 的 结论 。 给 定 一 个 计算 ， 设 
计 一 个 开始 磁带 让 规则 110 执 行 它 并 没有 那么 容易 。 库 死 是 如 何 证 明 
的 ? 第 一 步 是 借助 一 个 事实 : 图 灵机 能 够 由 某 类 标签 系统 模拟 。 之 后 ， 
他 证 明了 这 些 标签 系统 能 够 由 规则 110 模 拟 。 


当然 ， 这 是 一 个 理论 结论 。 很 难 想象 一 台 实 际 计算 机 能 够 用 这 条 规 


则 来 设计 。 三 但 是 值得 注意 的 是 ， 某 些 很 简单 的 东西 也 可 以 是 通用 图 灵 
机 。 


一 般 而 言 通 用 计算 机 并 不 复 洒 ， 复 杂 的 是 纺 程 。 在 规则 110 这 个 例 
子 中 ， 我 们 能 够 通过 正确 选择 初始 磁带 配置 来 证 明 它 可 以 模拟 任意 元 胞 
目 动机 。 虽 然 从 实践 上 来 看 ， 从 一 个 算法 到 设计 正确 的 初始 磁带 没有 捷 
径 可 走 ， 但 重要 的 是 这 一 过 程 并 非 无 法 实现 。 我 们 知道 ， 对 任意 算法 而 
言 ， 一 定 有 一 个 元 胞 自动 机 可 以 实现 这 个 算法 ， 一 定 有 一 些 用 于 规则 
110 的 输入 磁 囊 可 以 模拟 这 个 自动 机 的 计算 。 二 


当 我 们 把 〈M》 输入 M 的 时 候 会 发 生 什 么 


给 定 一 个 机 器 M， 我 们 可 以 把 它 编码 为 字符 串 (M) ， 可 以 设计 一 
个 以 “M， 7 了 为 输入 的 通用 图 录 机 U， 并 且 模 拟 输 入 I 运行 M。 如 果 让 一 
个 机 器 运行 自己 的 编码 会 发 生 什么 ”我 们 可 以 探讨 可 能 发 生 这 种 情况 的 
一 个 实际 例子 。 


(Mo) = 1111001110011100101101001111 


这 个 机 器 在 图 6-2 中 进行 了 描述 ， 它 接受 包含 奇数 个 0 的 字符 串 ， 拒 
绝 包含 偶数 个 0 的 字符 串 。 编 码 〈M9》 有 10 个 0， 所 以 如 果 我 们 在 
(Mg) 上 运行 《Mog) ， 机 器 将 会 拒绝 它 。 这 就 等 同 于 如 果 我 们 把 
(M9， (M9) ) 输入 U， 它 将 以 拒绝 状态 停止 。 


时 二 《No )) = 
11110011100111001011010011111111001110011100101101001111 
接 下 来 ， 让 我 们 考虑 一 下 Mp。 这 个 机 器 接受 结尾 是 01 的 字符 串 。 


我 们 知道 ， 任 意 一 个 机 器 的 编码 结尾 都 是 4 个 1。 所 以 《M2〉 以 4 个 1 结 
尾 ， 将 会 被 M2 拒绝 。 


最 后 ， 让 我 们 考虑 一 下 M3。 图 6-6 重 新 画 出 了 这 个 图 灵机 。 这 个 机 
器 接受 由 偶数 个 1 组 成 的 字符 串 。 我 们 得 到 编码 


(M;) = 111100111011101001100101111。 


因此 ， 这 个 编码 有 偶数 个 1，M3 将 会 接纳 它 。 


正如 我 们 将 会 看 到 的 那样 ， 这 种 目 我 参考 的 理念 将 被 证 明 有 重要 总 
义 。 让 我 们 移 看 一 个 实际 的 例子 ， 了 解 为 什么 我 们 可 能 会 在 一 个 机 器 
(或 算法 ) 上 运行 它 自 己 的 编码 。 三 
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图 6 -6 图 灵机 


我 们 使 用 高 级 语言 编写 程序 ， 但 是 实际 运行 时 必须 先 将 这 些 程序 转 
化 为 机 器 语言 。 这 种 转化 是 由 编译 喜 完 成 的 。 假 设 我 们 当前 的 编译 器 并 
不 是 非常 有 效 ， 我 们 编写 一 个 能 够 将 编译 程序 所 需 运 行 时 间 缩 全 最 短 的 


新 编译 如。 我 们 用 Q 来 表示 经 过 优化 的 编译 器 。 因 为 我 们 用 高 级 语言 纺 
写 了 JQ， 在 计算 机 能 够 执行 以 前 ， 必 须 在 当前 的 编译 器 上 运行 这 个 新 编 
译 句 。 我 们 用 Q 来 表示 经 过 编译 的 新 编译 器 。 我 们 想 要 一 个 经 过 优化 和 
编译 的 Q。 所 以 ， 我 们 应 该 使 用 Q' 来 编译 Q。 这 会 让 我 们 得 到 经 过 优化 
和 编译 的 Q， 我 们 用 Q" 来 表示 它 。 现 在 ， 假 设 我 们 以 这 种 方式 设计 Q， 

并 且 在 之 后 优化 机 器 代 码 ， 我 们 将 在 Q" 上 运行 Q"， 以便 得 到 经 过 双重 
优化 和 编译 的 Q。 = 


从 这 一 点 来 看 ， 可 能 我 们 还 是 不 清楚 为 什么 在 一 个 机 器 上 运行 它 目 
己 的 编码 是 重要 的 ， 但 是 我 们 不 久 将 看 到 ， 正 是 这 种 理念 促成 了 理论 计 
算 中 一 些 最 令 人 不 可 思议 的 、 最 精妙 的 结论 。 


1. 1973 年 ， 史 蒂 夫 . 库 克 和 罗伯特 : 雷 金浩 (Robert Reckhow) 最 早 介 绍 了 这 些 机 器 。 

2. 这 需要 R. 中 的 整数 是 非 负 数 。 

3. 转换 中 的 关键 思想 就 是 处 理 磁 带 上 的 信息 。 每 个 磁带 上 的 信息 都 被 复制 到 拥有 一 个 
磁带 的 机 器 上 。 一 个 新 符号 ， 比 如 #， 被 用 来 分 割 这 些 磁带 的 复制 品 。 我 们 必须 让 每 个 磁 
带 拥 有 自己 的 头 部 。 完 成 这 一 点 的 方式 是 在 字母 表 中 拿 到 所 有 字母 ， 对 每 个 字母 稍 加 改 
动 。 如 果 0 在 字母 表 中 ， 我 们 可 能 会 发 明 | 。 这 个 新 符号 让 机 器 知道 磁头 位 于 什么 位 置 。 
例如 ， 如 果 我 们 有 两 个 磁带 ， 第 一 个 磁带 上 写 着 abbaaa， 磁 头 位 于 第 一 个 p 上 方 ， 第 二 个 
磁头 上 写 着 010101， 磁 头 位 于 第 二 个 0 上 方 。 我 们 会 将 这 个 信息 表示 为 


#abbaaa#010101# 
其 余 的 转换 相当 枯燥 ， 但 是 重要 之 处 在 于 这 项 工作 可 以 完成 。 
4. 明 斯 基 的 著作 《计算 : 有 限 和 无 限 机 器 》 包 售 大 量 关 于 标签 系统 的 信息 。 
5. 库 克 的 表示 法 在 指数 时 间 内 模拟 了 图 灵机 。 特 洛 : 内 亚 里 (Turlogh Neary) 和 达 米 
伍兹 (Damien Woods) 在 2006 年 使 用 110 号 规则 给 出 了 另外 一 种 表示 图 灵机 的 方法 ， 只 需 
要 多 项 式 时 间 。 这 意味 着 ， 任 何 图 灵机 能 够 在 指数 时 间 内 解决 的 问题 ， 都 可 以 使 用 110 号 
规则 在 多 项 式 时 间 内 解决 。 
6. 兰 道 尔 : 门 罗 (Randall Munroe) 创立 了 网 络 漫画 网 站 xkcd。 漫 画 《 一 堆 岩 石 》 揭 示 了 
110 号 规则 和 宇宙 的 出 现 。 
7. 作者 想 要 感谢 一 位 匿名 推荐 人 建议 使 用 这 个 例子 。 
8. 真实 世界 的 编译 器 通常 由 它们 编译 的 语言 编写 。 这 个 过 程 被 称 作 引 导 程序 。 一 种 新 


从 


语言 的 第 一 个 编译 器 通常 是 使 用 


他 i 


妊 言 编写 的 ， 但 是 后 续 的 编译 器 通常 以 被 编译 的 语 


言 写 成 。 这 引发 了 一 个 有 趣 的 问题 : 你 有 多 大 把 握 让 自己 程序 的 编译 版 本 正确 运行 ? 


第 七 章 不 可 判定 的 问题 


现在 ， 我 们 回 到 判定 问题 。 判 定 问 题 是 一 个 取决 于 输入 参数 的 问 
题 。 一 旦 我 们 为 输入 参数 赋值 ， 它 束 变 成 了 一 个 是 非 问题 。 如 果 存 在 一 
个 算法 能 够 在 所 有 情况 下 给 出 正确 答案 ， 那 么 这 个 问题 就 是 可 判定 的 ， 
否则 这 个 问题 就 是 不 可 判定 的 。 


图 灵 硕 望 证 明和 希 尔 伯 特 的 判定 问题 是 不 存在 一 般 解 诀 方 案 的 ， 即 无 
法 找 出 一 个 适用 于 全 部 情况 的 算法 。 他 需要 设计 一 个 可 以 被 证 明 是 不 可 
判定 的 判定 问题 。 这 就 是 本 章 的 主题 。 我 们 必须 给 出 一 些 判定 问题 ， 并 
且 证 明 没 有 图 灵机 可 以 确定 这 些 问 题 。 


在 本 章 结 尾 ， 我 们 会 讨论 机 需 是 否 会 接纳 目 己 的 纺 码 。 事 实 上 ， 我 
们 可 以 把 它 表 述 为 两 个 判定 问题 : 第 一 个 是 关于 有 限 目 动机 的 ， 第 二 个 
征 关 于 图 灵机 的 。 这 两 个 问题 分 别 是 : 


给 定 一 个 有 限 目 动机 ， 它 会 接纳 目 己 的 编码 吗 ? 


给 定 一 个 图 天 机 ， 它 会 接纳 目 己 的 编码 吗 ? 


先 来 考虑 第 一 个 问题 。 给 定 任意 有 限 目 动机 ， 我 们 能 不 能 设计 一 个 
算法 ， 判 断 这 个 自动 机 是 否 会 接纳 目 己 的 编码 ? 很 明显 ， 答 案 是 可 以 。 
给 定 任 意 有 限 目 动机 ， 我 们 可 以 找 出 算法 来 编码 这 个 有 限 目 动机。 之 
后 ， 我 们 可 以 将 这 个 有 限 目 动机 的 编码 作为 输入 来 运行 这 个 机 器 。 我 们 
知道 ， 在 经 历 有 限时 间 后 ， 这 个 过 程 将 会 停止 。 如 果 在 接纳 状态 停止 ， 
这 个 问题 的 答案 就 是 < 可 以 ”， 如 果 在 其 他 状态 停止 ， 答 案 就 是 “不 可 
以 ”。 我 们 找到 了 总 能 给 出 正确 答案 的 简单 算法 。 因 此 ， 这 个 判定 问题 
的 答案 就 是 可 以 确定 的 。 


那么 ， 第 二 个 判定 问题 呢 ? 我 们 似乎 可 以 用 与 第 一 个 问题 类 似 的 解 
决 方法 证 明 这 个 问题 是 可 以 确定 的 ， 但 是 这 里 存在 一 个 问题 。 在 论证 
中 ， 我 们 使 用 了 一 个 事实 : 我 们 在 任意 输入 上 运行 有 限 自动 机 ， 它 总 会 
停止 〈 步 又 数 等 于 输入 字符 串 长 度 ) 。 但 是 ， 对 于 图 灵机 来 说 ， 有 三 种 
可 能 结果 : 它 可 以 在 接纳 状态 停止 ， 可 以 在 拒绝 状态 停止 ， 或 者 永远 不 
停止 。 从 我 们 已 经 掌握 的 知识 来 看 ， 我 们 不 清楚 第 三 种 可 能 性 一 一 水 不 
停止 ， 是 人 否 是 必须 的 。 “永远 不 会 停止 的 图 灵机 可 能 是 设计 的 问题 ， 如 
果 改 善 设 计 ， 我 们 就 能 得 到 永远 会 停止 的 图 灵机 ”， 这 种 说 法 似乎 有 一 
定 道理 ， 但 事实 并 非 如 此 。 对 于 这 些 总 能 停止 的 图 灵机 来 说 ， 存 在 一 些 
无 法 全 部 正确 解答 的 问题 。 现 在 ， 我 们 暂时 不 考虑 第 二 个 判定 问题 ， 在 
后 文中 证 明 它 是 不 可 判定 的 。 


除了 第 二 个 判定 问题 ， 我 们 还 会 证 明 不 可 能 设计 出 一 个 算法 ， 告 诉 
我 们 一 个 计算 机 程序 是 会 停止 还 是 永远 运行 下 去 一 一 这 就 是 所 谓 的 俘 机 
问题 。 


我 们 给 出 的 证 明 使 用 了 两 个 关键 理念 。 一 个 理念 是 通过 矛盾 法 来 证 
明 : 假设 茶 个 陈述 的 否定 ， 然 后 推导 出 矛盾 ， 以 此 证 明 原 命题 成 立 。 男 
一 个 理念 是 源 自 格 奥 尔 格 : 康 托 尔 的 对 角 论 证 法 ， 我 们 将 通过 介绍 伯 特 
兰 : 罗 素 提出 的 悖 论 来 给 出 这 个 方法 。 因 为 许多 读者 可 能 没有 见 过 使 用 
下 导 法 的 证 明 ， 我 们 首先 会 解释 这 个 方法 如 何 使 用 ， 以 证 明 “2 的 平方 根 
不 是 有 理 数 ”为 例 。 


政 盾 证 明 法 


在 所 有 证 明 过 程 中 ， 我 们 都 试图 证 明 一 些 陈 述 是 正确 的 。 让 我 们 
用 P 表 示 我 们 将 要 证 明 的 陈述 。 存 在 两 种 基本 类 型 的 证 明 : 直接 证 明和 
间接 证 明 。 在 直接 证 明 中 ， 我 们 提出 我 们 认为 正确 的 陈述 ， 并 且 给 出 符 
合 逻 辑 的 论证 ， 其 中 每 一 步 论 证 都 由 之 前 的 论证 推理 得 到 。 论 证 最 后 会 


得 出 你 想 证 明 的 命题 P 的 结论 。 在 矛盾 证 明 法 中 ， 我 们 采用 不 同 的 方法 
来 论证 。 


我 们 想 要 证 明 P 是 正确 的 ， 但 是 我 们 先 假设 P 是 错误 的 ， 并 以 此 开 
台 论 证 。 我 们 会 像 上 面 提 到 的 那样 一 步 接 一 步 进行 论证 。 最 后 我 们 推导 
出 一 个 矛盾 ， 即 茶 些 证 明 既 是 正确 的 ， 又 是 错误 的 。 因 为 我 们 假定 数学 
征 连续 的 ， 并 且 没 有 陈述 是 既 对 又 错 的 ， 所 以 错误 出 现在 证 明 过 程 。 我 
们 的 论证 是 严 讶 的 ， 每 一 步 都 是 由 上 一 步 推导 得 出 的 ， 所 以 唯一 可 能 
错 的 地 方 束 是 假设 本 映 ， 即 我 们 假设 P 是 错误 的 。 因 此 ，P 一 定 是 正确 
的 。 


矛盾 证 明 法 似乎 有 些 复杂 ， 但 它 却 是 数学 中 一 个 常用 的 强大 工具 。 
主 我 们 的 目标 是 证 明 没有 算法 能 够 确定 第 二 个 判定 问题 ， 也 就 是 说 我 们 
必须 证 明 这 个 算法 不 存在 。 矛 盾 证 明 法 常用 于 这 种 对 不 存在 问题 的 证 明 
中 。 为 了 详细 说 明 ， 我 们 将 给 出 一 个 重要 例子 ， 即 证 明 2 的 平方 根 不 是 
有 理 数 。 我 们 先 回顾 一 下 整数 和 有 理 数 的 定义 。 


整数 由 0 和 正 整 数 、 负 整数 组 成 。 整 数 常 用 的 标记 是 ， 这 个 标记 源 
自 德语 单词 zahlen (计数 ) 。 我 们 可 以 写 出 : 


TF 一 {… 一 2， 一 ] 0, 二 
有 理 数 是 分 子 为 整数 、 分 母 为 正 整 数 的 分 数 。 有 理 数 的 标记 是 Q 
， 源 自 quotient〈 商 ) 。 三 我 们 可 以 写 出 : 
Q@= {fm/n: 其 中 m,n 属于 Z ， 且 n>0} 3 
给 定 一 个 有 理 数 mn， 我 们 总 能 去 除 分 子 和 分 母 的 公 因 子 ， 得 到 这 


个 有 理 数 的 最 简 形 式 。 例 如 ， 有 理 数 17/34 化 简 后 得 到 1/2。 当 分 数 是 最 
简 形 式 时 ， 就 不 可 能 找 出 分 子 和 分 母 的 公 因子 。 


“如 采 一 个 整数 的 平方 是 偶数 ， 那 么 这 个 整数 也 是 偶数 ”， 我 们 也 会 
在 证 明 中 利用 这 上 点。 现在， 我 们 来 证 明 2 的 平方 根 不 是 有 理 数 ， 那 么 陈 
述 就 是 12 不 是 有 理 数 。 我 们 将 使 用 矛盾 法 来 证 明 。 我 们 首先 假设 P 是 错 
误 的 ， 然 后 推理 出 一 系列 结果 ， 最 终 产 生 矛 盾 。 比 如 ,， “12 不 是 有 理 
数 ” 是 错误 的 ， 等 于 说 42 是 有 理 数 。 


证 明 过 程 如 下 : 

1. 首先 假设 42 是 有 理 数 。 

2. 这 意味 着 /2 = wm ， 其 中 m 和 nn 是 正 整数 。 

3. ”整数 m 和 n 或 许 有 公 因 子 ， 但 是 我 们 总 能 化 简 到 最 简 形 式 。 所 
以 ， 我 们 可 以 写 出 = ， 其 中 p 和 gq 是 下 整数， 并 且 p 和 gq 没有 公 因 

4. 对 等 式 两 边 同 时 平方 ， (V2)?=@/qg), 即 2=(p/q)。。 

5. 等 式 两 边 同时 乘 q， 得 到 2q”= p“。 

6. 很 明显 ，29“ 是 偶数 ， 因 此 ，Pp“ 也 一 定 是 偶数 。 

7. 因为 p“ 是 偶数 ， 所 以 p 一 定 是 偶数 。 


8. 因为 p 可 以 被 2 整除 ， 所 以 我 们 可 以 写 出 p = 2k， 即 k 是 p 除 以 2 后 得 
到 的 整数 。 


9. 将 p = 2k 带 入 步骤 5， 得 到 2q? = (2k)*。 
10. 因此 ，2q* = 4k?。 


11. 约 去 2， 得 到 q? = 2k?。 


12. 因为 ，2 矿 是 偶数 ，4d 一 定 是 偶数 ， 所 以 q 一 定 是 偶数 。 


13. 步骤 12 和 步骤 7 证 明 ，p 和 qd 都 是 偶数 ， 这 意味 着 它们 有 公 因 子 


14. 步骤 3 说 明 ，p 和 q 没 有 公 因 子 。 

15. “p 和 gq 有 公 因 子 ” 与 “p 和 gq 没有 公 因 子 ” 成 为 矛盾 。 

16. ”因为 我 们 推导 出 了 一 个 了 矛盾， 所 以 证 明 一 定 存 在 错误 。 唯 一 可 
能 出 错 的 地 方 是 证 明 开 始 的 部 分 一 一 我 们 假设 ,2 是 有 理 数 。 所 以 这 个 
假设 是 错误 的 ，2 不 是 有 理 数 。 

人 们 通常 会 说 这 个 证 明确 定 了 2 是 无 理 数 ， 但 事实 并 非 如 此 。 它 
证 明了 12 不 是 有 理 数 。 为 了 证 明 42 是 无 理 数 ， 你 必须 证 明 \2 是 实数 。 
一 旦 你 知道 2 是 实数 ， 但 不 是 有 理 数 ， 就 可 以 推导 出 2 是 无 理 数 。 


罗素 的 理发 师 


罗素 使 用 康 托 尔 的 对 角 论 证 法 证 明了 集合 的 原始 定义 是 存在 缺陷 
的 。 我 们 将 探讨 罗 系 和 康 托 尔 都 做 了 哪些 研究 ， 罗 素 提 出 的 一 个 悖 论 可 
以 帮助 我 们 用 一 种 简单 的 方法 解释 这 个 论证 的 关键 。 我 们 可 以 用 矛盾 证 
明 法 来 描述 罗 系 的 “理发 师 悖 论 ”: 


假设 有 一 个 需要 定期 刊 明 子 的 男士 和 一 个 理发 师 。 有 一 个 小 
镇 ， 镇 上 所 有 男士 都 会 定期 给 自己 刊 胡 子 ， 或 者 定期 让 理发 师 给 他 
们 各 胡子 。 假 设 我 们 得 知 ， 理 发 师 会 给 镇 上 所 有 不 亲自 各 胡子 的 男 
士 和 天 胡子， 而 且 理 发 师 不 会 给 镇 上 所 有 亲自 刊 胡 子 的 男士 刮 胡子 。 


仔细 阅读 上 面 这 段 文字 ， 思 考 一 下 关于 理 友 师 住 在 哪里 ， 我 们 能 推 
导出 什么 。 


我 们 将 证 明 他 并 不 住 在 镇 上 。 我 们 再 次 使 用 矛盾 证 明 法 。 
证 明 : 我 们 假设 理发 师 住 在 镇 上 。 


这 里 有 两 种 可 能 性 。 理 发 师 给 自己 刮 胡 子 ， 或 理发 师 不 给 自己 刮 胡 
子 。 我 们 会 依次 考虑 。 


如 果 理 发 师 给 自己 刮 胡子， 那么 他 就 是 住 在 镇 上 并 且 给 自己 刮 胡子 
的 男士 ， 但 是 我 们 已 知 理发 师 不 会 给 镇 上 目 己 刮 胡子 的 男士 刊 胡子 ， 这 
古 一 个 矛盾 。 


如 果 理 发 师 不 给 上 自己 刊 胡 子 ， 那 么 他 是 住 在 镇 上 且 不 自己 刮 胡子 的 
男士 ,但 是 我 们 已 知 理 发 师 会 给 镇 上 不 自己 刮 胡子 的 男士 刮 胡子 。 这 叉 
是 一 个 矛盾 。 


我 们 最 初 假设 理发 师 住 在 镇 上 ， 证 明 过 程 告诉 我 们 ， 这 个 假设 会 导 
致 巴 盾 。 这 音 味 着 这 个 假设 是 错误 的 ， 所 以 我 们 证 明了 理发 师 并 不 住 在 
镇 上 。 


现在 ， 让 我 们 回 到 对 问题 的 描述 ， 并 且 增 加 一 句 “ 理 发 师 住 在 镇 
上 ”。 现 在 我 们 得 到 了 : 


假设 有 一 个 需要 定期 刮 胡子 的 男士 和 一 个 理发 师 。 有 一 个 小 
镇 ， 镇 上 所 有 男士 都 会 定期 给 自己 刊 胡 子 ， 或 者 定期 让 理发 师 给 他 
们 天 胡子 。 假 设 得 知 ， 理 发 师 会 给 镇 上 所 有 不 亲自 天 胡子 的 男士 乔 
胡子 ， 而 且 理 发 师 不 会 给 镇 上 所 有 亲自 刊 胡子 的 男士 刊 胡 子 。 另 
外 ， 假 设 理发 师 住 在 镇 上 。 


我 们 过 到 了 问题 。 前 面 的 论证 显示 ， 理 发 师 不 能 住 在 镇 上 ， 而 我 们 
增加 了 一 个 矛盾 陈述 : 理发 师 住 在 镇 上 。 现 在 我 们 得 到 了 一 个 真正 的 迟 
论 。 这 就 是 理发 师 悖 论 的 一 般 形式 。 但 是 这 不 是 一 个 有 用 的 形式 ， 或 者 
说 这 不 是 我 们 需要 的 形式 。 我 们 对 这 个 问题 进行 一 些 调整 。 


符合 下 列 所 有 描述 的 男士 是 否 存在 ? 
1. 他 是 一 个 需要 定期 刮 明子 的 男士 ， 并 且 是 一 个 理发 师 。 


2. 存在 一 个 镇 子 ， 镇 上 居住 的 所 有 男士 要 么 定期 目 己 刮 明子 ， 要 
么 定期 找 理发 师 刮 胡子 。 


3. 理发 师 会 给 镇 上 所 有 不 杀 目 刮 衣 子 的 男士 刮 衣 子 ， 而 且 理发 师 
不 会 给 镇 上 所 有 杀 目 刮 胡子 的 男士 刮 衣 子 。 


4. 理发 师 住 在 镇 上 。 
这 个 问题 的 答案 很 简单 一 一 没有 。 这 样 的 理发 师 并 不 存在 。 


如 果 我 们 没有 指定 理发 师 是 否 住 在 镇 上 ， 这 个 理发 师 就 存在 ， 并 且 
住 在 镇 外 。 如 果 我 们 坚持 认为 这 个 理发 师 住 在 镇 上 ， 那 么 我 们 只 能 得 到 
一 个 结论 : 这 个 理发 师 并 不 存在 。 


不 接纳 上 自己 的 编码 的 有 限 自 动机 


在 上 一 章 结尾 ， 我 们 讨论 了 有 限 目 动机 M9， 并 且 证 明 它 会 拒绝 自 
己 的 编码 〈《M9》 。 我 们 同样 证 明了 M2 会 拒绝 自己 的 编码 〈《M2》 ， 但 
是 M3 会 接纳 自己 的 编码 〈(M3》 。 这 告诉 我 们 ， 存 在 两 类 有 限 自动 机 
一 类 可 以 接纳 自己 的 编码 ， 另 一 类 不 可 以 接纳 自己 的 编码 。 我 们 现在 要 
问 ， 有 是否 存在 一 种 机 右 MFA， 可 以 告诉 我 们 哪 种 有 限 目 动机 不 会 接纳 目 


己 的 编码 ?如 果 存 在 ， 机 器 MFA 将 只 接纳 拒绝 上 自己 的 编码 的 有 限 自动 
机 。 因 此 ，MFA 将 接纳 (M9 和 “(M2〉， 但 不 接纳 (M3) 。 我 们 将 证 
明 MFA 不 能 是 有 限 上 自动 机 。 


证 明 : 我 们 假设 MFA 是 一 个 有 限 目 动机 。 
这 里 有 两 种 可 能 性 。MFA 接 纳 (MFA〉， 或 拒绝 (MFA〉。 我 们 
会 依次 证 明 。 


如 果 MFA 接 纳 《MFA，〉， 那 么 它 是 一 个 接纳 自己 的 编码 的 有 限 自 
动机 ， 但 是 根据 定义 ，MFA 只 接纳 拒绝 自己 的 编码 的 有 限 自 动机 的 编 
码 。 这 是 一 个 矛盾 。 


如 果 MFA 不 接纳 (MFA》 ， 那 么 它 是 一 个 不 接纳 自己 的 编码 的 有 
限 自动 机 ， 但 是 根据 定义 ，MFA 接 纳 拒绝 自己 的 编码 的 有 限 自 动机 的 编 
个 5 及 及 是 会 站 可 月 : 


我 们 开始 的 假设 是 MFA 是 一 个 有 限 自 动机 ， 这 个 假设 导致 了 巴 盾 。 
这 意味 着 这 个 假设 是 错误 的 ， 所 以 我 们 证 明了 MFA 不 能 是 有 限 目 动机 。 


在 上 一 市 ， 我 们 证 明了 理发 师 不 能 住 在 镇 上 ， 但 是 这 导致 了 一 个 问 
题 : 他 住 在 其 他 地 方 吗 ? 我 们 也 可 以 提出 类 似 的 问题 。MFA 是 图 灵机 
吗 ? 答案 当然 是 衣 定 的 。 我 们 已 经 证 明 ， 存 在 一 种 算法 来 判断 茶 个 有 限 
目 动机 是 否 接 纳 自 己 的 编码 。 因 此 ， 存 在 图 灵机 可 以 完成 这 个 任务 。 


不 接纳 目 己 的 编码 的 图 灵机 


现在 ， 我 们 将 注意 力 重 新 放 到 网 灵机 上 ， 讨 论 图 灵机 古人 否 会 接纳 目 
己 的 编码 。 就 像 有 限 目 动机 一 样 ， 存 在 可 以 接纳 目 己 的 编码 的 图 灵机 ， 


同样 存在 不 接纳 上 自己 的 编码 的 图 灵机 。 图 郝 机 和 有 限 目 动 机 的 差异 在 
于 ， 如 宁 一 个 有 限 目 动机 不 接纳 目 己 的 编码 ， 那 么 它 就 会 拒绝 上 自己 的 编 
码 ， 但 是 对 图 灵机 而 言 ， 存 在 第 三 种 可 能 的 结果 。 已 知 图 灵机 拒绝 自己 
的 编码 并 不 等 于 图 灵机 会 拒绝 自己 的 编码 。 图 灵机 可 能 永远 不 会 在 自己 
的 编码 上 停止 。 事 实证 明 ， 这 种 可 能 性 ， 即 图 灵机 友 生 了 偏离 ， 在 讨论 
图 灵机 能 做 什么 、 不 能 做 什么 的 时 候 相 当 重 要 。 


我 们 依然 可 以 借助 罗素 的 理发 师 公 论 来 证 明 不 存在 “只 接纳 拒绝 目 
己 的 编码 的 图 灵机 的 编码 ”的 图 灵机 。 


证 明 : 我 们 首先 假设 图 姑 机 (MTM 存 在 。 


存在 两 种 可 能 。 (MTM 接 纳 “MTM，， 或 拒绝 “(MTM，。 我 们 
将 依次 考虑 两 种 情况 。 


如 果 《MTM 接 纳 “《《MTM，， 那 么 这 是 一 个 接纳 自己 的 编码 的 图 
灵机 ， 但 是 根据 定义 ，《MTM 只 接纳 拒绝 自己 的 编码 的 图 灵机 的 编 
但 这 是 一 人 小 站 硝 。 

如 果 〈MTM 不 接纳 〈《 (MTM》 ， 那 么 这 是 一 个 拒绝 上 自己 的 编码 的 
图 灵机 ， 但 是 根据 定义 ， 《MTM 只 接纳 拒绝 自己 的 编码 的 图 灵机 的 编 
个 二 芝 及 是 会 少 可 有 计 : 

我 们 假设 “MTM 人 存在， 并 且 证 明了 这 会 导致 予 盾 。 这 音 味 着 我 们 
的 假设 是 错误 的 ， 我 们 证 明了 MTM 不 存在 。 


这 个 证 明 告 诉 我 们 ， 不 存在 能 够 告诉 我 们 “一 个 图 天机 是 否 会 拒绝 
目 己 的 编码 ”的 算法 。 这 就 意味 看 ,， “给 定 一 个 图 灵机 ， 它 是 否 会 接纳 目 
己 的 编码 ”这 个 问题 是 不 可 判定 的 。 在 这 个 问题 中 加 入 否定 会 令 问题 变 
得 相当 复杂 ， 但 是 存在 男 外 一 种 说 法 让 它 看 上 去 简单 一 些 。 


假设 我 们 有 一 个 可 判定 的 判定 问题 ?， 束 有 可 能 设计 出 一 个 总 会 停 
止 的 图 灵机 。 如 果 答 采 是 “可 以 ”， 它 会 在 接纳 状态 停止 ， 如 末 答 案 
是 “不 可 以 ”， 它 会 在 拒绝 状态 停止 。 如 果 我 们 交换 这 个 图 灵机 的 接纳 状 
态 和 拒绝 状态 ， 就 得 到 了 可 以 确定 P 的 否定 的 图 灵机 。 这 个 论述 告诉 我 
们 ， 如 末 一 个 判定 问题 是 可 判定 的 ， 那 么 它 的 否定 也 是 可 确定 的 。 这 个 
论述 同样 告诉 我 们 ， 如 果 一 个 判定 问题 是 不 可 判定 的 ， 那 么 它 的 否定 一 
定 是 不 可 判定 的 。 三 


因此 ， 我 们 证 明了 判定 问题 “给 定 一 个 图 灵机 ， 它 是 否 会 接纳 目 己 
的 编码 ?是 不 可 判定 的 。 


我 们 发 现 了 一 种 不 可 判定 的 问题 ， 并 且 已 经 证 明 它 是 不 可 判定 的 。 
这 个 发 现 十 分 重要 ， 因 为 它 证 明了 存在 不 可 判定 的 判定 问题 。 希 尔 伯 特 
坚信 ， 并 不 存在 不 可 判定 的 问题 ， 而 我 们 已 经 证 明了 他 是 错 的 。 


我 们 的 判定 问题 看 起 来 相当 复 傈 ， 与 我 们 真正 想 要 讨论 的 计算 机 和 
编程 问题 没有 太 大 的 关系 。 笠 运 的 是 ， 我 们 并 不 需要 太 费 力气 ， 就 可 以 
找 出 关联 度 更 高 的 不 可 判定 问题 。 


“图 灵机 是 否 会 在 自己 的 编码 上 偶 离 ”是 不 可 判定 的 


当 我 们 在 一 个 输入 字符 串 上 运行 图 灵机 时 ， 存 在 三 种 可 能 的 结 
它 在 接纳 状态 停止 ， 它 在 拒绝 状态 停止 ， 它 永远 不 会 伪 止 。 让 我 们 考虑 
一 下 与 之 相关 的 三 个 问题 。 


是 否 可 以 设计 一 个 接纳 图 灵机 编码 作为 输入 的 图 灵机 ， 当 且 仅 当 被 
编码 的 图 灵机 接纳 上 自己 的 编码 时 ， 被 设计 出 的 图 灵机 会 在 接纳 状态 停 
证 


是 否 可 以 设计 一 个 接纳 图 灵机 编码 作为 输入 的 图 灵机 ， 当 且 仅 当 被 


编码 的 图 灵机 拒绝 上 自己 的 编码 时 ， 和 被 设计 出 的 图 灵机 会 在 接纳 状态 停 
证 


是 否 可 以 设计 一 个 接纳 图 灵机 编码 作为 输入 的 图 灵机 ， 当 且 仅 当 被 
编码 的 图 灵机 在 自己 的 编码 上 发 生 侦 离 时 ， 被 设计 出 的 图 灵机 会 在 接纳 
状态 停止 ? 


第 一 个 问题 的 答案 是 “可 以 ”。 我 们 可 以 设计 一 个 图 灵机 A， 将 
4GM) 作为 输入 ， 在 输入 《〈M》 上 模拟 运行 图 灵机 M。 因 此 ， 如 果 M 在 
接纳 状态 停止 ， 那 么 4 接纳 〈M)》 。 如 果 M 在 拒绝 状态 堡 止 ， 那 么 A 拒绝 
4GM)》 。 如 宋 M 在 〈M)》 上 发 生 偏离 ， 那 么 模拟 永远 不 会 停止 ， 因 此 A 将 
在 〈M) 上 偏离 。 只 要 M 接 纳 (M) ， 我 们 的 机 器 A 就 将 在 接纳 状态 停 
外 


第 二 个 问题 的 答案 也 是 “可 以 ”。 我 们 可 以 通过 交换 A 的 接纳 状态 和 
拒绝 状态 设计 一 个 图 灵机 B。 这 意味 着 B 将 〈M》 作为 输入 ， 在 M 上 模拟 
运行 “M)〉 。 如 果 M 在 接纳 状态 停止 ， 那 么 B 拒 绝 〈M)》 。 如 果 M 在 拒绝 
状态 停止 ， 那 么 B 接 纳 〈M》 。 如 果 M 在 〈M) 上 偏离 ， 那 么 模拟 同样 永 
远 不 会 停止 ，B 将 在 〈M)》 上 偏离 。 所 以 只 要 M 拒 绝 (M〉， 我 们 的 机 
名 B 束 将 在 接纳 状态 集 止 。 


第 三 个 问题 的 答案 是 “不 可 以 ”"。 这 里 ， 我 们 将 继续 使 用 矛盾 证 明 法 
证 明 这 一 点 。 


证 明 : 我 们 假设 存在 图 灵机 C， 接 纳 图 灵机 的 编码 作为 输入 ， 当 且 
仅 当 被 编码 图 灵机 在 自己 的 编码 上 偏离 时 ， 这 个 被 设计 出 的 图 灵机 在 接 
纳 状态 停止 。 


我 们 将 描述 一 个 新 的 图 灵机 D， 这 个 图 灵机 同时 包括 B 和 C。 给 定 任 
意图 灵机 的 编码 (M) ， 在 B 和 C 上 同时 运行 (M) 。 如 果 B 或 C 接 纳 
(M) ， 那 么 D 接 纳 (M) 。 如 果 B 和 C 都 不 接纳 (M) ， 至 少 一 个 拒绝 


(M) ， 那 么 DD 拒绝 (M); 。 如 果 B 和 C 都 在 (M)》 上 偏离 ， 那 么 D 也 在 
(M》 上 偏离 。 


机 器 D 接 纳 图 灵机 编码 作为 输入 。 当 且 仅 当 B 或 C 在 接纳 状态 停 
止 ，D 在 接纳 状态 停止 。 如 果 被 编码 的 图 灵机 拒绝 输入 ， 或 在 输入 上 偏 
离 ， 这 种 情况 束 会 发 生 。 这 意味 着 ， 当 且 仪 当 被 编码 的 机 器 不 接纳 目 己 
的 编码 时 ，D 才 会 在 接纳 状态 停止 。 这 就 产生 了 矛盾， 因为 我 们 已 经 证 
明 不 存在 其 备 这 种 性 质 的 图 灵机 。 


结论 是 不 存在 接纳 图 灵机 编码 作为 输入 的 图 灵机 ， 当 且 仅 当 补 编码 
的 图 灵机 在 自己 的 编码 上 偏离 时 ， 被 设计 出 的 图 灵机 将 在 接纳 状态 停 
让 


这 证 明了 问题 “图 灵机 是 否 会 在 上 自己 的 编码 上 俩 离 ” 是 不 可 判定 
的 ,，“ 图 灵机 是 否 会 在 自己 的 编码 上 停止 ”这 个 问题 也 是 不 可 判定 的 。 


接纳 、 停 机 和 空白 人 磁带 问题 


我 们 现在 得 到 了 两 个 不 可 判定 的 问题 :“ 图 灵机 是 否 会 接纳 目 己 的 
编码 "和 “图 灵机 是 否 会 在 自己 的 编码 上 停止 ”我 们 将 概括 这 两 个 问题 。 


接纳 问题 : 给 定 任意 图 灵机 M 和 任 童 输入 I，M 会 接纳 I 吗 ? 


停机 问题 ， 给 定 任意 图 灵机 M 和 任意 输入 I[，M 会 在 I 上 停止 吗 ? 
我 们 再 考虑 一 下 停机 问题 的 变 体 。 


空白 磁带 问题 : 给 定 任意 图 灵机 M 和 一 个 空白 输入 磁带 ，M 会 停止 
吗 ? 


我 们 先 来 看 看 接纳 问题 。 我 们 能 否 设计 一 个 图 元 机 ， 接 纳 任意 图 灵 


机 的 编码 〈《M》 和 任意 输入 I， 当 MM 接纳 I 时 在 接纳 状态 停止 ， 当 MM 不 接纳 
J 时 在 拒绝 状态 俘 止 ? 答案 当然 是 “不 可 以 ”， 因 为 我 们 无 法 设计 出 一 个 

仅 在 输入 为 《M》〉 时 成 立 的 图 灵机 。 如 果 我 们 无 法 设计 出 回答 简单 问题 
的 图 灵机 ， 束 无 法 设计 出 回答 复杂 问题 的 图 灵机 ， 将 简单 问题 作为 特 

例 。 因 此 ， 接 纳 问题 是 不 可 判定 的 。 


停机 问题 就 像 在 问 一 个 给 定 图 灵机 是 否 会 在 自己 的 编码 上 停止 ， 因 
此 停机 问题 也 是 不 可 判定 的 。 


我 们 重新 表述 停机 问题 : 古 否 存在 一 个 算法 ， 将 程序 和 数据 作为 输 
入 ， 并 且 告 诉 我 们 程序 是 否 会 在 数据 上 停止 ? 正如 我 们 已 经 证 明 的 ， 这 
个 问题 是 不 可 判定 的 。 如 果 计 算 机 程序 员 能 够 得 到 一 个 告诉 他 有 些 程序 
永远 不 会 在 茶 个 输入 上 停止 的 工具 ， 会 非常 有 玫 助 ， 然 而 并 不 存在 这 样 
的 工具 。 


但 是 ， 如 果 我 们 限定 程序 和 数据 的 种 类 ， 这 个 问题 就 会 变 成 可 以 确 
定 的 。 我 们 或 许 能 找到 一 个 不 住 在 镇 上 的 理发 师 。 


我 们 要 考虑 的 最 后 一 个 问题 是 空 日 磁带 问题 。 这 个 问题 像 是 停机 问 
题 的 特例 一 一 输入 磁带 一 直 是 空白 的 ， 但 是 这 里 有 一 个 小 技巧 ， 如 果 你 
能 够 找 出 空白 磁带 问题 的 决策 过 程 ， 那 么 你 就 拥有 了 停机 问题 的 决策 过 
程 。 因 为 停机 问题 是 不 可 判定 的 ， 这 样 的 决策 过 程 并 不 存在 。 


给 定 任意 图 灵机 M 和 任意 输入 I， 你 能 够 设计 一 个 新 的 图 灵机 MI。 
当 给 出 一 个 空白 磁带 时 ， 这 个 新 图 灵机 首先 在 磁带 上 写 下 TI， 随后 在 输 
入 [上 模拟 运行 M。MI 将 在 空白 磁带 上 停止 ， 当 且 仅 当 机 器 M 在 [上 俘 
让 


一 个 不 可 计算 函数 


图 灵机 拥有 用 于 输入 和 输出 的 线性 磁 市 。 如 果 我 们 限制 该 机 器 只 有 
一 个 磁带 ， 磁 头 就 会 在 一 次 计算 中 来 回 活动 。 匈 牙 利 数 学 家 蒂 博 尔 : 丈 
多 (Tibor Rad6) 决定 研究 磁头 在 进入 接纳 状态 前 最 多 会 来 回 移动 多 少 
次 。 


1962 年 ， 荔 多 基于 这 一 理念 发 明了 忙碌 的 海 狸 函数 。 实 际 上 ， 他 根 
据 同一 理念 发 明了 几 个 略微 不 同 的 函数 。 其 中 最 容易 研究 的 就 是 最 大 移 


我 们 将 研究 只 被 允许 写 下 两 个 符号 的 图 灵机 。 它 们 通 第 由 1 和 0 来 表 
示 ， 其 中 0 代表 空 日 符号。 机 器 总 是 从 空白 磁带 开始 。 我 们 想 知 道 ， 图 
灵机 在 停止 前 完成 的 步骤 数 如 何 与 图 灵机 的 状态 数 产 生 联 系 。 


我 们 将 用 nm 来 表示 图 灵机 的 状态 数 〈 根 据 区 多 的 次 法 ， 接 纳 状态 和 
拒绝 状态 没有 被 计 入 这 个 数值 ) 。 考 虑 到 所 有 拥有 nm 个 状态 的 图 灵机 ， 
其 中 一 些 会 在 空白 磁带 上 停止 ， 一 些 则 不 会 。 当 然 ， 在 那些 会 停止 的 图 
灵机 中 ， 一 定 人 至 少 存在 一 个 图 灵机 会 执行 最 多 的 步骤 数 ， 直 到 最 后 俘 
止 。 我 们 用 S(n) 来 表示 这 个 最 多 步骤 数 。 


在 n 值 一 定 的 情况 下 ， 为 了 计算 这 个 函数 ， 你 需要 设计 出 所 有 含有 n 
个 状态 的 图 灵机 ， 然 后 在 空白 磁带 上 运行 它们 。 你 需要 计算 步 又 数 ， 直 
到 它们 停止 。 最 大 步骤 数 即 为 SO 的 值 。 这 个 过 程 的 问题 在 于 一 些 机 顺 
再 要 相当 长 的 时 间 才 能 停止 ， 一 些 机 器 则 永远 不 会 停止 。 如 果 有 一 个 机 
器 已 经 运行 了 很 长 时 间 ， 并 且 尚 未 俘 止 ， 你 如 何 区 分 它 属 于 哪个 种 类 ? 
尽管 存在 这 个 问题 ， 我 们 还 是 知道 一 些 S(n) 的 值 。 


S(1)=1, S(2) = 6, S(3) = 21, S(4) = 107 


令 人 惊讶 的 是 ， 这 些 是 全 部 的 已 知 值 。' 我 们 还 知道 $(5) H 47 176 
870 和 5(6) > 7.4 x 103 缉 。 正 如 你 所 见 ， 即 便 我 们 不 知道 多 少 准 确 数 
值 ， 这 些 数值 也 在 快速 增长 。 实 际 上 ， 我 们 可 以 证 明 S(n) 不 是 一 个 可 计 


算 函 数 。! 3 


如 果 我 们 能 够 找 出 一 个 图 灵机 ， 当 我 们 输入 任意 自然 数 n 的 时 候 输 
出 fn)， 那 么 fln) 就 是 一 个 可 计算 函数 。 如 果 存 在 一 个 算法 能 够 计算 给 定 
n 的 f(n)， 我 们 就 说 fn) 是 一 个 可 计算 函数 。 


如 果 S(n) 是 可 计算 函数 ， 我 们 就 能 够 给 出 一 个 过 程 去 判断 下 面 提 到 
的 空白 磁带 问题 : 给 定 任意 拥有 一 个 空白 磁带 的 图 灵机 ， 首 先 计 算 它 的 
状态 数 ， 随 后 使 用 算法 计算 它 S(n) 的 值 。 之 后 运行 M。 它 可 能 会 在 一 定 
步 又 后 集 止 ， 但 是 如 果 在 S(n) 次 步 又 后 没有 仿 止 ， 你 就 知道 它 永 远 不 会 
停止 。 因 此 ， 如 果 S(n) 是 一 个 可 计算 函数 ， 那 么 空白 磁带 问题 束 是 可 判 
定 的 。 我 们 已 经 证 明 空 白 磁 带 问 题 是 不 可 判定 的 ，S(n) 就 一 定 不 是 可 计 
算 函 数 。 


图 元 的 方法 


停机 问题 是 关于 任意 程序 和 输入 数据 的 判定 问题 。 这 个 问题 关注 程 
序 是 否 会 在 数据 上 停止 。 实 际 上 ， 这 个 问题 是 不 可 判定 的 ， 没 有 算法 能 
够 在 所 有 情况 下 正确 判定 这 个 问题 。 停 机 问题 或 许 是 最 著名 的 不 可 判定 
的 判定 问题 。 然 而 ， 图 灵 并 未 在 自己 的 论文 中 介绍 这 个 问题 。 


图 灵机 并 没有 接纳 状态 。 它 们 被 设计 用 来 计算 实数 ， 因 此 如 果 计 算 
一 个 无 理 数 ， 它 就 永远 不 会 停止 。 斯 带 芬 ` 死 业 尼 和 马丁 ' 戴 维 斯 调整 了 
图 灵机 的 概念 ， 以 包含 接纳 状态 。 一 旦 你 拥有 这 种 新 的 图 灵机 ， 就 能 
碟 停 机 问题 。 正 是 戴 维 斯 提出 了 俘 机 问题 这 一 概念 。 三 

如 果 你 已 经 理解 了 “程序 ”和 “输入 ”这 类 术语 ， 并 且 理 解 了 程序 在 输 


入 上 停止 意味 着 什么 ， 俘 机 问题 就 很 容易 理解 。 因 为 如 今 无 处 不 在 的 计 
算 机 ， 我 们 对 这 些 概念 并 不 陌生 ， 但 是 在 1936 年 ， 人 们 还 没有 发 明 计 算 


机 。 对 于 从 未 听 说 过 计算 机 的 人 来 说 ， 停 机 问题 很 难 描述 。 图 灵 并 不 想 
使 用 这 样 一 个 有 关 假 设 中 的 计算 设备 性 质 的 不 可 判定 问题 。 他 和 希望 使 用 
的 不 可 判定 问题 是 数学 家 能 够 立即 理解 的 问题 。 图 灵 借 助 乔 治 : 康 托 尔 
的 观点 ， 发 现 了 一 个 这 样 的 问题 。 


1. 希腊 古典 哲学 家 用 他 们 自己 的 论证 使 用 这 项 技术 。 本 书 中 ， 它 通常 指 代 reductio ”ad 


absurdum 。 


2. 它 实 际 上 源 自 quoziente，quotient( 商 〉 的 意大利 语 单 词 。 意 大 利 数 学 家 皮 亚 诺 发 明 
了 这 个 词汇 ， 并 于 1895 年 首先 使 用 了 这 一 标记 。 

3. 这 个 定义 并 不 是 很 正确 。 我 们 想 要 1/2， 2/4 和 17/34 表 示 同 一 个 数字 。 我 们 目前 定义 有 

理 数 的 方式 让 它们 看 起 来 是 不 一 样 的 数 。 这 不 应 该 导致 任何 麻烦 ， 但 是 严格 来 讲 ， 我 们 

应 该 定义 一 个 等 价 关 系 ， 之 后 定义 有 理 数 是 等 价 类 一 一 1/2，2/4 和 17/34 都 属于 同一 个 等 价 


类 。 


4. 男 一 种 描述 不 确定 性 的 方法 是 与 语言 相关 的 图 灵机 。 如 果 图 灵机 的 补 集 仍然 是 图 灵 
机 ， 那 么 这 个 语言 是 可 判定 的 。 可 判定 性 语言 对 应 可 判定 性 问题 。 我 们 在 有 限 自动 机 那 
一 章 提 到 过 ， 一 个 正则 语言 的 补 集 仍然 是 正则 语言 ， 这 说 明 所 有 正则 语言 都 是 可 判定 
的 。 可 判定 语言 通常 也 被 称 作 “ 递 归 的 "。 全 集 上 的 图 灵机 语言 被 称 作 “ 递 归 可 枚 举 的 "。 递 
归 可 枚 举 的 语言 包含 递归 语言 。 


我 们 知道 ，S(2) = 6。 图 注 -2 是 一 个 机 器 ， 给 定 一 个 空白 输入 磁带 ， 在 停止 前 执行 了 6 
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图 注 -2 执行 了 6 步 的 机 器 
图 注 -3 是 计算 过 程 。 
6. 斯 科 特 : 阿 伦 森 的 网 页 中 有 他 的 多 篇 文章 。 其 中 之 一 是 《 谁 能 命名 更 大 的 数字 》 。 这 
篇 文章 与 S(n) 有 关 ， 非 常 值得 一 读 。 
7. 马丁 ' 戴 维 斯 是 波斯 特 的 本 科 生 ， 印 奇 的 研究 生 ， 香 农 的 助理 。 他 因为 对 和 希 尔 伯 特 的 
第 10 个 问题 的 研究 赢得 过 不 少 奖 项 ， 对 证 明 “ 该 问题 是 不 可 判定 的 ”贡献 了 重要 力量 。 
他 同样 是 一 位 伟大 的 评论 家 。 他 的 《可 计算 性 和 不 可 解 性 》 于 1958 年 出 版 ， 最 早 探 


讨 了 有 关 图 灵机 的 计算 原理 。 这 本 书 以 一 种 便于 计算 机 科学 家 理解 的 方式 ， 呈 现 了 只 出 
现在 逻辑 学 领域 的 想法 。 


图 注 -3 计算 过 程 


第 八 草 康 托 尔 的 对 角 论 证 法 


我 能 看 到 它 ， 但 我 并 不 相信 它 ! 
一 一 格 奥 尔 格 。 康 托 尔 
我 并 不 清楚 康 托 尔 的 理论 中 什么 占据 了 主导 地 位 一 一 哲学 还 是 
神学 ， 但 是 我 确定 其 中 没有 数学 。 
一 一 利 奥 波 德 。 克 罗 内 克 (Leopold Kronecker) 
没有 人 可 以 让 我 们 离开 康 托 尔 创 造 的 天 堂 。 
一 一 数 维 。 布 尔 伯 特 


11 岁 那 年 ， 格 奥 尔 格 : 康 托 尔 随 家 人 从 鞋 彼 得 堡 迁 往 德国 。1867 
， 在 相 林 大 学 完成 论文 后 ， 康 托 尔 进入 哈 勒 大 学 继续 上 自己 的 学 术 研 


没 扩 


康 托 尔 对 集合 的 “大 小 ”(size)〉 的 概念 很 感 兴 趣 ， 特 别 是 无 限 集 
合 。 他 的 想法 独树一帜 ， 并 且 融 来 了 一 些 令 人 吃惊 的 结果 ， 比 如 有 无 数 
个 更 大 的 无 穷 大 。 与 弗 雷 格 相 似 ， 康 托 尔 也 采用 了 集合 的 直观 方法 。 他 
意识 到 ， 所 有 可 能 集合 的 集合 给 他 的 理论 带 来 了 问题 ， 问 题 在 于 是 否 只 
需要 进行 一 些小 的 修改 束 能 够 市 来 改善 。 


从 本 章 开 头 引 用 的 几 句 话 中 ， 我 们 能 够 看 到 当时 学 界 对 康 托 尔 研究 
成 果 的 反应 。 在 一 些 数学 家 眼中 ， 他 的 研究 就 是 胡 放 。 利 奥 波 德 : 克 罗 
内 克 、 享 利 : 庞 加 茉 (Henri PoincarE) 都 对 他 进行 了 择 击 。 在 宗教 领 
域 ， 康 托 尔 也 没 能 和 幸免。 如果 上 帝 耽 是 无 穷 ， 那 么 有 不 同 的 无 穷 是 否 意 
味 着 有 无 穷 多 个 上 毅 ? 以 希 尔 伯 特 为 代表 的 另外 一 群 数学 家 却 开始 文 持 
康 托 尔 ， 在 他 们 看 来 ， 康 托 尔 不 仅 是 正确 的 ， 而 且 对 数学 的 未 来 至 关 重 


要 。 


在 第 一 章 中 ， 我 们 讨论 了 数学 基础 。 这 其 中 既 包括 希 尔 伯 特 的 形式 
主义 方法 ， 也 包括 罗素 和 怀特 海 的 逻辑 学 方法 。 远 辑 学 派 希 望 证 明 ， 数 
学 完全 来 源 于 逻辑。 形式 主义 派 则 希望 证 明 存 在 一 个 形式 系统 ， 能 够 让 
你 构建 有 关公 理 的 一 致 性 和 完备 性 的 理论 。 这 两 种 方法 都 假设 数学 并 不 
存在 根本 错误 。 


不 过 ， 男 一 群 数学 家 的 观点 却 截 然 不 同 。 在 他 们 看 来 ， 康 托 尔 的 研 
究 大 错 特 错 ， 他 们 甚至 认为 有 必要 改写 数学 的 基础 ， 以 此 排除 康 托 尔 采 
用 的 论证 方式 。 这 就 是 1908 年 左右 由 德国 数学 家 LE*J. 布 劳 威 尔 (L. E.J 
Brouwer) 建立 的 直觉 论 派 。 


康 托 尔 可 能 患 有 双 相 情感 障碍 ， 不 少 择 击 都 针对 他 本 人 ， 这 也 寻 致 
在 坎坷 的 一 生 中 ， 他 曾 多 次 住院 。 克 罗 内 殉 的 反应 让 他 陷入 了 极度 的 莫 
伤 。 康 托 尔 一 直 对 上 自己 的 恩师 区 多 内 死 毕 茶 毕 敬 。 然 而 区 多 内 死 却 认 为 
康 托 尔 的 理论 大 错 特 错 ， 简 直 算 得 上 是 数学 界 的 败类 。 克 罗 内 元 对 康 托 
尔 本 人 及 其 研究 的 批评 ， 从 来 都 是 公开 且 严 历 的 。 


如 今 ， 大 多 数 数学 家 都 是 康 托 尔 的 支持 者 ， 他 们 中 的 很 多 人 都 认同 
希 尔 伯 特 对 康 托 尔 的 评价 :“ 没 有 人 可 以 让 我 们 离开 康 托 尔 创造 的 天 


> 
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基数 


康 托 尔 想 知 道 ， 两 个 集合 大 小 相同 到 底 意 味 看 什么 。 对 有 限 集合 来 
说 ， 回 答 这 个 问题 只 需 数 出 集合 中 的 元 素数 。 {a, b, c} 和 {1, 2, 3} 拥 有 相 
同 的 大 小 ， 因 为 它们 都 有 三 个 元 系 ， 但 是 康 托 尔 想 把 这 个 理念 拓展 到 无 
限 集 合 。 他 决定 使 用 双 映 射 的 概念 。 


一 个 双 映 射 是 指 ， 在 集合 A 和 B 之 间 ， 集 合 A 的 每 个 元 素 都 与 集合 B 
的 每 个 元 素 按照 某 种 方式 一 一 对 应 : A 中 的 每 个 元 素 都 与 B 中 的 一 个 元 
素 相 对 应 ， 而 B 中 的 每 个 元 素 也 与 A 中 的 一 个 元 素 相 对 应 ， 每 个 集合 中 
的 一 个 元 素 ， 部 与 男 一 个 集合 中 的 唯一 元 素 相 对 应 。 如 果 能 够 在 两 个 集 
合 之 间 找 出 一 个 双 映 冉 ， 康 托 尔 束 定 义 两 个 集合 拥有 同样 的 基数 。 如 果 
无 法 在 两 个 集合 之 间 找 出 一 个 双 映 射 ， 那 么 它们 就 没有 相同 的 基数 。 


我 们 将 使 用 绝对 值 标记 来 表示 一 个 集合 的 基数 。 因 此 ， | A | 表示 A 
的 基数 。 如 果 和 集合 A 和 B 拥 有 相同 的 基数 ， 我 们 就 会 写成 |A|=|B|。 


我 们 使 用 函数 标记 来 描述 双 上 映射。 对 于 例子 A = {a, b, c} 和 B = {1, 
2, 3} ， 我 们 可 以 定义 一 个 函数 f: A-B， 其 中 f (a) = 1, f(b) = 2, f(c) = 
3。A 和 B 中 的 每 个 元 素 都 在 男 一 个 集合 中 有 唯一 的 对 应 元 素 。 因 此 ， 子 
数 / 描 述 了 一 个 双 映 射 。 我 们 已 经 在 A 和 B 之 间 显 式 给 出 了 一 个 双 映 射 ， 
所 以 我 们 证 明了 它们 拥有 相同 的 基数 ， 可 以 写成 |A|=|B|。 对 于 有 限 集 
合 ， 这 似乎 不 是 什么 重要 的 结论 。 有 限 集合 的 基数 等 于 该 集合 中 的 元 素 
个 数 。 在 我 们 的 例子 中 ， 可 以 写 出 |A|=|B|=3。 


当 我 们 把 注意 力 转 移 到 无 限 集合 上 时 ， 事 情 会 变 得 更 加 有 趣 。 我 们 
知道 ， 自 然 数 严格 包含 偶数 三， 整数 严格 包含 自然 数 ， 有 理 数 严格 包含 
整数 ， 实 数 严格 包含 有 理 数 。 可 以 用 下 面 的 表达 式 表示 : 


2NCNCZCQCR 


如 果 我 们 向 一 个 集合 中 增加 元 系 ， 基 数 不 会 减少 。 因 此 ， 我 们 得 到 
了 : 


2NI<INI<|ZI<|IQ|I<IRI 


对 于 有 限 集合 来 说 ， 如 果 你 想 加 入 更 多 元 素 ， 可 以 增加 集合 中 的 元 


素数 量 ， 而 基数 一 定 会 增加 。 令 人 吃 慰 的 是 ， 对 于 无 限 集合 来 说 ， 这 一 
点 未 必 正 确 。 我 们 将 证 明 


2N|I=|IN|=|Z|=|QI<|RI 


有 理 数 的 子 集 拥有 相同 的 基数 


为 了 证 明 两 个 集合 拥有 相同 的 基数 ， 我 们 必须 证 明 它 们 之 间 存 在 双 
映射 。 首 先 ， 我 们 想 证 明 2 N|=|N|。 


为 了 证 明 这 点 ， 我 们 必须 设计 一 个 双 映 射 f :N -2N， 即 集合 {1 
2, 3, 4 …} 中 的 元 素 与 集合 {2, 4 6, 8, .…} 中 的 元 素 一 一 对 应 。 这 一 点 相 
当 容 易 实现 。 假 设 函数 [的 定义 是 ftn) = 2n。 这 会 将 时 中 的 数字 n 与 2 N 
中 的 偶数 2n 配 对 。 给 定 N 中 的 一 个 数字 ， 让 其 乘 以 2， 就 能 找到 它 在 2 
N 中 的 对 应 数字 。 给 定 2 N 中 的 任意 数字 ， 让 其 除 以 2， 就 能 找到 它 在 
中 的 对 应 数字 。 很 明显 ， 这 是 一 个 双 映射 ， 我 们 证 明了 |2 N| = |N 
| 。 


你 第 一 次 看 到 这 个 等 式 时 ， 可 能 会 有 些 吃惊 。 很 明显 ， 时 包含 的 
元 素 要 多 于 2 N 。 它 不 仅 包含 偶数 ， 还 包含 奇数 。 看 起 来 ， K 的 基数 应 
该 是 2 N 的 2 倍 。 实 际 上 ， 这 一 点 是 正确 的 ， 但 是 我 们 将 看 到 ， 让 一 个 
无 限 数 乘 以 2， 并 不 会 得 到 一 个 更 大 的 基数 。 让 一 个 无 限 基数 乘 以 2， 会 
得 到 相同 的 无 限 基数 。 


无 限 集合 的 这 个 性 质 非常 令 人 费解 ， 并 不 适用 于 有 限 集 合 。 给 定 一 
个 无 限 集合 A， 总 能 找 出 一 个 不 包含 A 中 全 部 元 际 的 子 集 B， 但 是 B 的 基 
数 与 A 的 基数 完全 相同 。 这 意味 着 ，A 中 的 每 一 个 元 素 都 与 B 中 的 一 个 不 
同 元 素 相对 应 。 这 个 结论 与 我 们 的 直觉 相去 甚 远 ,但 是 之 所 以 有 这 个 结 
论 ， 是 因为 我 们 的 直觉 建 并 在 不 会 出 现 的 有 限 集 合 之 上 。 现 在 这 个 性 质 


已经 被 数学 界 接受 ， 但 是 很 容易 想见 当时 为 什么 康 托 尔 的 理念 没有 个 江 
即 接受 。 


康 托 尔 命名 了 自然 数 的 基数 。 他 用 N ,来 表示 这 个 数字 。! 三 自然 数 
和 偶数 之 间 的 双 映 射 说 明了 |2N|=|N|=XN。。 


类 似 的 论证 可 以 被 用 于 证 明 奇 数 的 基数 同样 是 N。。 


如 果 A 和 B 是 不 相交 的 集合 ， 即 两 个 集合 不 包含 任何 相同 的 元 素 ， 
那么 | AUB|=|A|+|B|。 在 我 们 的 例子 中 ，A = {a, b,c} 且 B = {1, 2, 3} 
， 我 们 得 到 了 AUB = {a, b,c, 1,2,3}。 请 注意 , |AUB|=6=3+3=|A 
1+1B|。 对 于 有 限 集合 来 说 ， 这 一 点 非常 直接 ， 但 是 现在 让 我 们 回 到 无 
限 集合 。 让 A 等 于 偶数 ，B 等 于 奇数 。 集 合 A 和 B 是 不 相交 的 。 它 们 的 并 
集 是 自然 数 N。 我 们 知道 1AUB1|=14A1+1B|=， 这 等 于 在 说 和 =Nu+Nn 
。 这 个 看 起 来 奇怪 的 论述 ， 其 实 是 正确 的 。 


这 告诉 我 们 ， 在 处 理 基数 的 时 候 要 非常 小 心 。 它 们 不 同 于 普通 数 
字 ， 基 数 加 法 会 按照 我 们 描述 的 方式 进行 ， 尽 管 它 总 会 产生 一 些 奇怪 的 
陈述 ， 比 如 灵 o=NrR=R+tRrRr=R+NrNt ， 但 这 并 不 会 导致 任何 


“我们 已 经 证 明了 | 时 | -2 机 | N 现在 ， 我 们 将 证 明 所 
有 整数 的 基数 同样 是 Xu。 整数 包含 正 整数 、 负 整数 和 0。 自 
然 数 ( 正 整 数 ) 的 基数 为 No。 自然 数 的 否定 ( 负 整 数 ) 的 基 
数 也 是 Nu。 只 包含 0 的 集合 的 基数 为 1。 这 意味 着 整数 的 基数 
| 允 | 是 Not Not1。 很 明显 ,Not+RNo<SNot Notl < Not Not+Noo 

我 们 知道 ，Not No。 和 No+ Not No 都 等 于 N。， 因此 我 们 可 
以 用 N。 代 巷 不 等 式 两 边 ， 得 到 No< Not Notl < Noo 


这 证 明 ( 富 ，Not Notl 同样 等 于 N。， 我 们 推导 出 | 名 | = Nu。 现在， 我 们 
得 到 了 |2N|=|N|=|Z|=Noo。 


下 一 步 就 是 证 明 有 理 数 的 基数 同样 是 N。。 我 们 先 来 看 看 正 有 理 数 
Q +。 因 为 正 有 理 数 包含 自然 数 ， 我 们 可 以 推导 出 它们 的 基数 大 于 或 等 
于 Nu， 即 |Q+>Nu。 
现在 ,我 们 将 证 明 |Q@*'| < No。 我 们 只 关注 p/lqg seQ -， 
其 中 p 和 g 没有 公 因 子 。 我 们 可 以 定义 一 个 函数 f: QQ' 一 NN， 
其 中 ff(m/n) = 2"3"。 对 我 们 的 例子 来 说 , f(1/2)=2 x3 =18。 
个 函数 当然 不 是 一 个 双 映 射 ， 因 为 5E 时 在 Q + 中 并 没有 对 应 的 
数字 。 但 是 ， 请 注意 在 Q + 中 的 每 个 元 素 都 在 中 有 对 应 数字 ， 而 且 在 Q 
+ 中 没有 哪 两 个 元 素 在 N 中 有 同一 个 对 应 元 素 。 因 此 ， 我 们 发 现 了 @Q 
+ 和 N 的 某 个 子 集 之 间 的 双 映 射 ， 也 就 是 说 |Q +|< N。。 
我 们 已 经 证 明了 No |Q'| < Noo 通过 这 一 点 ， 我 们 可 以 
导 到 |Q |= No。 因 此 ,我 们 知道 |2N|=|N|=|Z|=|Q |=No。 
我 们 同样 证 明了 No+ Rot…+No=nNo= Noo 
有 理 数 的 形式 为 p /gq。 分 子 和 分 母 都 拥有 N。 种 选择 。 因 
此 ， 有 理 数 的 数量 是 Nux No。 这 意味 着 Ni = No。 
我 们 可 以 一 直 乘 以 XV。 以 此 推导 出 对 任意 n，N5 = Noo 


看 起 来 ， 我 们 只 是 用 一 个 符 写 取代 了 %， 找 到 了 一 种 复杂 方法 来 表 
示 显 而 易 见 的 事情 ， 比 如 两 个 无 限 集合 的 并 集 是 兄 一 个 无 限 集合 。 如 果 
我 们 无 法 证 明 存 在 更 大 的 集合 ， 这 个 说 法 就 是 正确 的 ， 但 是 康 托 尔 证 明 
了 存在 无 限 个 更 大 的 无 限 数 。 在 我 们 开始 研究 这 一 点 前 ， 我 们 先 来 介 


绍 “ 希 尔 伯 特 旅馆 *”。 这 个 例子 源 于 乔治 : 伽 砚 夫 〈George Gamow) ， 并 
且 出 现在 他 的 著作 《一 ， 二 ， 三 ，.……. 无 限 : 科学 事实 和 猜测 》 (One， 
Two, Three,... Infinity: Facts and Speculations of Science) 中 。 这 个 例子 的 
版 本 很 多 。 有 的 时 候 ， 它 被 表述 为 迟 论 ， 但 实际 上 ， 它 不 是 迟 论 。 它 只 
是 康 托 尔 对 基数 加 法 研究 的 一 个 版 本 。 


斋 尔 们 特 旅馆 


硕 尔 伯 特 旅馆 是 一 个 拥有 无 限 房 间 的 旅馆 。 这 些 房间 被 标号 为 1， 
2，3， 以 此 类 推 。 在 周一 晚上 ， 这 家 旅馆 客 满 。 每 个 房间 都 有 人 居住 。 
突然 ， 经 理 接 到 一 位 客人 的 订房 电话 ， 这 位 客人 希望 今天 晚上 在 这 家 旅 
馆 预 订 一 个 房间 。 经 理 同 客人 解释 ， 旅 馆 所 有 房间 都 被 预订 了 。 而 这 
时 ， 实 习 生 却 次 每 个 人 《包括 新 到 的 客人 ) 都 可 以 有 一 个 房间 。 他 告诉 
所 有 住 在 旅馆 里 的 人 ， 搬 到 临近 的 拥有 最 大 房间 号 的 房间 。 如 果 你 住 在 
102 室 ， 现 在 就 必须 搬 到 103 室 。 每 个 现在 有 房间 的 人 都 会 拥有 一 个 新 房 
间 ， 而 1 室 就 空 出 来 留 给 新 到 的 客人 。 


尽管 这 看 起 来 很 奇怪 ， 但 却 没 有 什么 矛盾 。 它 确实 证 明了 
Notl= Wyss 


所 有 周一 晚上 住 在 这 家 旅馆 的 人 ， 周 二 也 会 继续 住 在 该 旅馆 。 周 二 
突然 来 了 10 位 客人 ， 并 且 都 需要 房间 。 我 们 已 经 知道 如 何 为 所 有 人 安排 
房间 一 -每 个 人 搬 到 比 当前 房间 号 大 10 的 房间 中 。 周 一 晚上 从 102 室 搬 
到 103 室 的 客人 ， 现 在 需要 搬 到 113 室 。 这 样 就 腾 出 了 1 到 10 的 房间 给 新 
来 的 客人 。 


这 一 论证 可 以 拓展 到 任意 有 限 数 ， 证 明 对 任意 n，No+l=N。。 


我 们 只 描述 了 希 尔 伯 特 旅馆 中 的 一 种 情况 。 在 小 镇 的 男 一 边 还 有 为 
外 一 家 旅馆 。 这 家 旅馆 同样 有 无 限 个 房间 ， 而 且 每 一 个 房间 都 住 有 客 


人 。 周 三 时 这 栋 建 筑 的 巡查 员 发 现 旅 馆 的 地 基 出 现 了 问题 ， 并 且 宣 称 这 
家 旅馆 不 适合 居住 。 居住 在 那里 的 无 限 数量 的 客人 需要 新 地 方 ， 这 家 违 
建 旅馆 的 经 理 向 第 一 家 旅馆 的 经 理 求助 ， 询 问 他 们 是 全 有 无 限 个 空 s 闲 房 
间 。 经 理 求助 于 实习 生 ， 实 习 生 再 次 想 出 了 办 法 。 第 一 家 旅馆 的 客人 从 
当前 的 房间 搬 到 两 倍 于 自己 当前 房间 号 的 房间 中 。 那 个 从 102 室 搬 到 103 
室 ， 又 搬 到 113 室 的 倒霉 客人 ， 现 在 搬 到 了 226 室 。 每 个 住 在 第 一 家 旅馆 
里 的 客人 ， 都 搬 到 了 一 个 新 房间 。 现 在 ， 这 家 旅馆 空 出 了 房间 ， 留 给 违 
建 旅馆 的 客人 。 实 习 生 告诉 那些 原来 住 在 违 建 旅馆 的 客人 ， 将 他 们 的 旧 
房间 号 乘 以 2， 减 1， 就 是 他 们 在 第 一 家 旅馆 里 的 新 房间 号 。 原 本 在 第 二 
家 旅馆 住 102 室 的 客人 ， 搬 到 了 第 一 家 旅馆 的 203 室 。 按 照 这 种 方法 ， 每 
个 人 都 得 到 了 一 个 房间 。 


这 个 论证 说 明了 No。+No=No。 


定义 不 完善 的 减法 


我 们 已 经 证 明了 Nu+1=N +Ni=Ni。 而 且 ， 很 明显 Nu=N。 我 
们 能 和 否 重新 组 合 上 面 列 出 的 三 个 等 式 ， 得 到 
1 = Ni-Nu NFNi-N 和 0=NrN ， 尽 管 基数 之 间 的 加 法 有 意义 ， 但 减法 
却 不 是 这 样 。 我 们 认为 减法 的 定义 并 不 完善 。 乘 法 是 定义 完善 的 一 一 两 
个 基数 的 乘积 有 唯一 答案 ， 而 除法 对 于 无 限 基数 是 定义 个 完善 的 。 因为 
0 答案 ， 我 们 将 避免 进行 这 两 种 运算 。 我 
们 主要 关注 加 法 和 乘法 。 


一 般 对 角 论 证 


康 托 尔 证 明了 ， 对 任意 自然 数 %?，nN。o= No。 和 N83= No。。 他 开始 寻找 


方法 构建 更 大 的 基数 。 


他 开始 考虑 一 个 集合 的 所 有 可 能 子 集 的 集合 。 例 如 ， 集 合 S = {0， 
1，2} 的 子 集 包 括 : 集合 本 身 5 = {0，1，2}; 有 两 个 元 素 的 子 集 {0， 
1}、{0，2} 和 {1，2}; 有 一 个 元 素 的 子 集 {0}、{1} 和 {2}; 没有 元 素 的 
子 集 {}。 一 个 集合 S 的 所 有 可 能 子 集 的 集合 被 称 作 窜 集 , 用 P(S) 表示 。 


P(S) = {{0,1,2},{0,1},{0,2},{1,2},{0},{1},{2},{}} 。 
SI=3y 而 有 |P(S) |=8=23= 2 


对 于 有 限 集合 S$，|P(S) | = 28。 之 所 以 有 这 样 的 结论 ， 是 因为 当 我 们 
从 集合 s 构 建 子 集 时 ， 每 个 元 素 都 有 两 种 可 能 ， 即 包含 它 或 不 包含 它 。 
在 我 们 的 例子 中 ， 我 们 可 能 会 用 [来 表示 包含 〈include) ， 用 下 来 表示 不 
包含 〈exclude) 。 字 符 串 EIE 就 代表 不 包含 第 一 个 和 第 三 个 元 素 ， 但 是 
包含 第 二 个 元 素 。 在 我 们 的 例子 中 ，EIE 就 代表 子 集 {1}。 使 用 I 和 IE 来 表 
示 所 有 可 能 的 长 度 为 3 的 8 个 字符 串 ， 分 别 
是 : I 开 ，IIE，IEI，EI1T，IEE，EIE，EEI， 和 EEE。 这 样 一 来 ， 我 们 可 
以 很 清楚 地 理解 这 8 个 字符 串 如 何 与 8 个 子 集 分 别 对 应 。 


康 托 尔 将 这 些 概念 拓展 到 了 无 限 集合 。 我 们 来 考虑 自然 数 集合 ， 并 
且 研 究 N 的 所 有 子 集 的 集合 。 当 我 们 构建 一 个 子 集 时 ， 每 个 自然 数 都 有 
两 种 可 能 。 因 此 ， 我 们 一 共有 No 个 子 集 。 所 以 ，|P(N)| = 2%o， 


康 托 尔 证 明了 一 系列 定理 ， 但 是 下 面 的 定理 是 唯一 以 康 托 尔 的 名 字 
命名 的 定理 。 


康 托 尔 定理 


给 定 任 意 集合 s，|S| < | P(S) |。 


康 托 尔 定理 告诉 我 们 N | < | P( NN)|， 因 此 N。<3No。 我 们 现在 得 
到 了 一 个 比 No 大 的 无 限 基数 。 


如 果 我 们 令 A = P(N )， 就 能 研究 A 的 所 有 可 能 子 集 的 集合 。 它 的 基 
数 是 22xo。 康 托 尔 定理 告诉 我 们 Al < |P(4)， 也 就 是 说 2No 二 920。 
按照 这 种 方法 ， 我 们 得 到 了 一 个 更 大 的 无 限 基 数 。 


考虑 一 下 所 有 可 能 集合 的 集合 。 它 是 最 大 的 可 能 集合 ， 所 以 它 的 基 
数 应 该 是 最 大 的 可 能 基数 。 那 么 ， 所 有 集合 的 寺 集 的 基数 是 多 少 呢 ? 康 
托 尔 定理 证 明 ， 它 还 有 更 大 的 基数 。 但 是 ， 现 在 我 们 得 到 了 一 个 悖 论 。 
我 们 已 经 发 现 了 比 最 大 基数 还 要 大 的 基数 。 


根据 现代 观点 ， 以 这 种 方式 定义 的 集合 去 掉 了 所 有 集合 的 集合 。 没 
有 最 大 的 集合 ， 也 束 没 有 最 大 的 基数 。 康 托 尔 发 现 的 悖 论 可 以 被 当 作 
对 “没有 最 大 基数 ”的 证 明 。 


现在 我 们 来 证 明康 托 尔 定理 。 这 里 的 证 明 使 用 了 理发 师 悖 论 的 想 
法 ， 但 是 我 们 应 该 记 住 ， 康 托 尔 是 这 个 论证 的 发 明 者 。 首 先 ， 我 们 借助 
一 个 例子 说 明 这 个 证 明 背 后 经 含 的 理念 。 


想象 一 个 拥有 1 000 人 的 小 镇 。 镇 长 喜欢 对 镇 上 的 居民 进行 表格 管 
理 。 她 有 一 些 只 有 一 两 个 人 名 的 表格 ， 有 一 些 有 很 多 人 名 的 表格 ， 有 一 
些 没 有 任何 名 字 的 空 表格 。 在 编写 完 众 多 表格 后 ， 她 意识 到 自己 已 经 写 
了 1 000 张 表格 。 因 为 她 有 1 000 张 表格 ， 而 且 人 口 总 数 恰好 也 是 1 000， 
她 决定 给 每 个 人 发 一 张 表 格 。 她 开始 随机 向 镇 上 的 人 发 放 表格 。 


镇 上 的 人 阅读 了 他 们 拿 到 的 表格 。 有 些 人 看 到 自己 的 名 字 出 现在 表 
格 上 ， 他 们 非常 高 兴 。 其 他 人 看 到 目 己 的 名 字 没 有 出 现在 表格 上 ， 他 们 
很 失望 。 镇 上 居民 被 划分 为 两 部 分 : 名 字 在 表格 上 的 开心 的 人 和 名 字 没 
有 在 表格 上 的 不 开心 的 人 。 


看 到 有 一 些 人 不 开心 ， 镇 长 决定 为 他 们 再 做 一 个 表格 。 她 编写 了 一 
个 表格 ， 上 面 写 着 已 经 拿 到 了 表格 ， 但 名 字 没 有 出 现在 那 张 表格 上 的 人 
的 名 字 。 她 开始 端详 这 个 新 表格 ， 并 且 好 奇 这 张 表格 上 列 出 的 名 字 是 否 
会 与 已 经 发 出 的 1 ”000 张 表格 中 的 茶 一 张 包 含 相同 的 名 字 。 这 张 不 开心 
的 人 的 列表 是 一 张 新 表 格 ， 还 是 原来 1 000 张 表格 中 的 茶 一 张 呢 ? 


她 推理 如 果 这 张 表 格 与 已 经 发 出 的 1 ”000 张 表格 中 的 东 一 张 完全 一 
致 ， 那 么 就 会 有 人 收 到 这 张 写 有 不 开心 人 的 名 字 的 表格 ， 并 且 看 到 了 这 
些 名 字 。 存 在 两 种 可 能 性 。 一 种 是 如 果 这 个 人 的 名 字 出 现在 这 张 表格 
上 ， 那 么 他 就 会 蝇 兴 看 到 了 自己 的 名 字 ， 但 是 这 是 一 张 写 有 不 开心 人 的 
名 字 的 表格 ， 这 个 人 的 名 字 不 应 该 出 现在 上 面 。 因 此 ， 这 种 可 能 性 不 会 
发 生 。 男 一 种 是 如 果 这 个 人 的 名 字 没 有 出 现在 这 张 表格 上 ， 那 么 他 就 会 
不 开心 ， 但 是 这 意味 着 他 的 名 字 应 该 在 表格 上 ， 所 以 第 二 种 可 能 性 也 不 
从 必 二 ; 


通过 使 用 这 种 方法 ， 她 认识 到 不 开心 人 群 的 表格 不 可 能 是 原来 1 
000 张 表格 中 的 一 张 。 


我 们 将 使 用 这 个 论证 来 证 明康 托 尔 定理 。 


证 明 : 首先 ， 我 们 假设 存在 一 个 集合 S$。 很 明显 ，| S| G | P(S) |。 我 
们 必须 证 明 这 两 个 基数 不 能 相等 。 如 果 我 们 能 够 证 明 无 法 构建 出 双 映 
射 : f: SP(S) ， 就 可 以 证 明 这 点 。 我 们 的 目标 是 证 明 对 任意 集合 S 和 任 
意 函 数 f: SP(S)，f 永 远 不 可 能 是 双 映 射 。 


给 定 任 意 seES，f (s) 将 是 P(S) 的 一 个 元 素 。 这 意味 着 f (s) 是 $ 的 一 个 
子 集 。 存 在 两 种 可 能 : s 属 于 这 个 子 集 ， 或 不 属于 这 个 子 集 。 我 们 可 以 
写成 se fts) 或 s¢ Jo 〈 将 s 当 作 人 ， 把 f(s) 当 作 这 个 人 收 到 的 表格 ) 。 


我 们 现在 定义 一 个 集合 T， 它 包含 没有 出 现在 映像 fs) 中 的 S 的 所 有 
元 素 s。 我 们 可 以 写 出 更 正式 一 些 的 表示 : 7T= {se §|s #4 f(s)} (这 是 包 


含 了 不 开心 的 人 的 表格 ) 。 


集合 7 是 $ 的 一 个 子 集 。 因 此 ，T 是 P(S) 的 一 个 元 素 。 我 们 现在 要 证 
明 ， 不 存在 一 个 teS， 满 足 ft) = T。 这 意味 着 T 在 $ 中 没有 特别 的 对 应 ， 
因此 /不 可 能 是 双 映 射 。 


我 们 使 用 矛盾 法 来 证 明 。 首 先 假设 存在 IES， 并 且 /D = T。 我 们 必 
须 证 明 这 将 导致 矛盾 。 


我 们 可 以 询问 t 是 否 为 T 的 元 素 。 存 在 两 种 可 能 ， 古 或 不 是 。 我 们 将 
证 明 两 种 可 能 都 会 导致 矛盾 。 


如 林 tET， 这 就 意味 独 !KD = T。 这 将 导致 矛盾 ， 因 为 T 被 定义 为 包 
含 所 有 不 是 fs) 元 素 的 s。 


如 果 t FT， 这 就 意味 着 i¢ f=T。 因 为 7 被 定义 为 包含 所 有 不 是 fs) 
元 素 的 s，(t 定 是 T 的 元 素 。 我 们 再 一 次 推导 出 矛盾 。 


因为 我 们 假设 存在 teES，flt) = T 导 致 了 了 矛盾， 所 以 S 中 一 定 不 包含 可 
以 与 TL 配 的 元 素 。 因 此 ，f 不 能 是 双 上 映射， 这 也 就 说 明了 S 和 P(S) 无 法 拥 
有 相同 的 基数 。 
这 个 证 明 相 当 复 杂 。 为 了 说 明 发 生 了 什么 ， 我们 将 研究 
f(0= 0 11D)= 0 /= {1 对 于 这 个 例子 ,0e/(0) 
但 是 1¢f(1), 2 #f0Q2)。 


集合 T 被 定义 为 不 属于 fs) 的 ;。 所 以 ，T = {1,，2}。 上 述 证 明显 示 ， 
不 存在 teS 有 f(t) =T。 在 我 们 的 例子 中 ，T 不 是 任意 S$ 中 元 素 的 映像 。 


选择 不 同 的 f， 证 明 你 为 每 个 选择 得 出 的 T， 永 远 不 是 任何 S 中 元 系 
的 映像 ， 这 是 一 个 不 错 的 练习 。 


实数 的 基数 


在 本 章 中 ， 我 们 已 经 证 明了 |N|=|Z|=|1Q|= No， 而 且 
2%o> Noo 现在 ,我 们 将 要 证 明 实数 的 基数 是 2%。 
我 们 开始 研究 介 于 0 和 1 之 间 的 实数 。 这 些 数 字 的 标记 
是 (0, 1 )。 在 数学 中 , 标记 (oa, b ) 包含 了 多 种 含义 ， 我 们 经 
常用 (0, 1 ) 来 表示 {xeR|0<x<1}。 
(0，1) 之 间 的 每 一 个 实数 x 都 可 以 被 写作 0.alaza3a4.… 的 十 进 制 
数 。 结 尾 处 的 点 说 明了 这 个 十 进 制 展开 会 包含 无 限 个 位 置 〈 我 们 无 法 总 


古 以 有 限 个 位 置 数 结束 ， 因 为 如 果 我 们 这 样 做 了 ， 我 们 将 得 到 一 个 有 理 
数 ) 。 


我 们 在 使 用 十 进 制 表 达 的 时 候 ， 有 一 个 小 小 的 技巧 。 一 些 实数 拥有 
两 种 可 能 的 十 进 制 展 开 。 例 如 ，0.20000... 与 0.19999 是 同一 个 数字 ， 其 
中 第 一 个 表达 式 中 的 0 一 直 出 现 ， 而 第 二 个 表达 式 中 的 9 一 直 出 现 。 我 们 
不 是 在 说 这 些 数字 非常 接近 ， 它 们 实际 上 是 相等 的 。 这 种 歧义 只 出 现在 
0 和 9 当中 。 如 果 一 个 十 进 制 展开 在 某 一 位 后 一 直 重 复出 现 0， 这 个 数字 
可 以 被 改写 为 以 无 限 个 9 为 结尾 的 数字 《只 有 在 完备 性 问题 中 才 会 出 现 
这 一 现象 ， 这 在 后 面 的 论证 中 不 会 导致 任何 问题 ) 。 


考虑 0.ala2a3a4.…. 形 式 的 十 进 制 展 开 。 我 们 想 知 道 ， 存 在 多 少 这 样 
的 数字 。 (0，1) 的 基数 与 所 有 按照 这 种 形式 书写 的 十 进 制 数 字 的 基数 
相同 。 对 于 a1 的 选择 ， 有 10 种 可 能 性 数字 从 0 到 9〉 。 对 az，a3 等 也 都 


有 10 个 选择 。 存 在 无 限 多 个 十 进 制 位 置 ， 我 们 现在 对 无 限 数 多 了 一 些 理 
解 。 这 种 情况 下 的 无 限 是 自然 数 的 基数 Nu,。 因 此 ，0.alaza3a4…. 形 式 
的 十 进 制 展开 的 数字 是 10x10 x...=10No， 这 意味 着 (0，1) 的 基数 是 2 
No 。 


这 个 表达 式 之 所 以 出 现 10， 是 因为 我 们 在 处 理 十 进 制 数 
这 个 事实 。 我 们 也 可 以 使 用 二 进 制 数 得 到 完全 相同 的 论证 。 
(0，1 ) 之 间 的 所 有 实数 都 可 以 写 为 0. bb,b…。 这 一 次 ， 每 
个 乌有 两 种 选择 一 一 0 或 1。 我 们 得 到 的 (0,1 ) 的 基数 是 2…"。 
含义 之 一 是 2X。= 10 (我 们 可 以 使 用 任意 底数 得 到 完全 相同 
的 结论 ， 这 告诉 我 们 ， 对 任意 n> 2，2*=n™o)。 

聪慧 的 读者 可 能 会 担心 ， 认 为 (0，1 ) 的 基数 是 10*% 或 
许 不 够 准确 。 在 我 们 研究 所 有 可 能 的 十 进 制 展开 时 ， 出 现 了 
10 种 可 能 性 ， 但 是 我 们 已 经 提 到 ， 有 的 时 候 两 个 完全 不 同 
的 十 进 制 展 开 对 应 同一 个 实数 。 存 在 No 个 实数 拥有 两 种 表达 
式 (拥有 两 种 表达 式 的 实数 是 有 理 数 )。 因 此 , (0，1 ) 的 基 
数 是 10Xo。 一 No。 与 10X* 相 比 ，No 是 可 以 忽略 的 ， 可 以 认为 
10 一 必 。== 加 。。 


我 们 已 经 确定 ，《〈0，1) 的 基数 为 2X。。 前 面 论 证 中 的 最 终 步 又 证 
明 ，《0，1) 的 基数 与 实数 集合 的 基数 相同 。 我 们 通过 在 它们 之 间 构 建 
双 上 映射 ， 实 现 了 这 点 。 


图 8-1 是 一 个 双 映 射 的 例子 。 图 中 有 两 条 垂直 渐 近 线 x = 0 和 x = 1。 
随 着 x 从 右 侧 迫近 0，y 值 迫近 负 无 穷 ，x 从 左 侧 迫 近 1，y 值 迫近 正 无 穷 。 


图 8 -1 双 了 映射 
对 于 了 解 三 角 函 数 的 读者 来 说 ， 函 数 f:(0, 1) 一 及 可 以 通 


过 fx) = tan((x -0.5)z) 来 画图 。 
一 旦 我 们 知道 在 (0，1 ) 和 恨 之 间 存 在 一 个 双 上 映射 ， 我 


们 就 知道 它们 拥有 相同 的 基数 。 因 为 |(0，1)| = 2， 我 们 证 明 
了 |RR|=2™。 现在 , 我 们 知道 |N|=|2Z|=|1Q|<|R|。 


实数 包含 有 理 数 和 无 理 数 。 实 数 和 有 理 数 的 基数 之 间 的 区 别 是 由 无 


理 数 导致 的 。 无 理 数 的 基数 是 2N。， 这 是 一 个 比 有 理 数 的 基数 大 的 无 限 
数 。 因 此 ， 尽 管 实 数 包 含有 理 数 和 无 理 数 ， 它 们 实际 上 都 是 无 理 数 。 这 
古 康 托 尔 研究 中 的 妨 一 项 惊人 结论 。 


对 于 “实数 的 基数 大 于 上 自然数 的 基数 ”"， 康 托 尔 使 用 对 角 论证 法 给 出 
了 更 加 简单 的 证 明 。 接 下 来 ， 我 们 来 研究 一 下 这 个 论证 法 。 


对 角 论 证 法 


如 果 一 个 集合 拥有 基数 Ne， 就 可 以 被 称 为 一 个 可 数 集合 。 这 有 是 因 
为 如 果 |S |= No， 在 集合 S 和 目 然 数 之 间 一 定 存 在 一 个 双 映 射 。S 的 每 一 
个 元 系 痢 能 够 匹配 一 个 唯一 的 上 自然数 。 我 们 用 sn 表示 与 自然 数 n 配 对 的 5 
中 的 元 素 。 我 们 可 以 这 样 描 述 集 合 SS$， = {s1, s2, s3, .…}。 我 们 对 S$ 的 元 
素 进行 了 排序 ， 所 以 我 们 得 到 了 第 一 个 元 素 ， 第 二 个 元 系 ， 以 此 类 推 。 


如 宁 一 个 集合 S 拥 有 的 基数 大 于 No ， 可 以 被 称 为 不 可 数 集合 。 我 
们 无 法 用 {s1, s2, s3，.…:} 的 形式 来 描述 它 ， 因 为 这 只 能 描述 No 个 元 系 的 
集合 ， 所 以 S 中 的 无 限 多 个 元 素 束 会 被 忽略 。 实 际 上 ， 每 个 元 系 都 会 被 
忽略 。 相 比 更 大 的 基数 ， 较 小 的 基数 可 以 被 忽略 。 


康 托 尔 的 对 角 论证 法 说 明了 在 “0，1) 之 间 的 实数 集合 是 不 可 数 
的 。 


证 明 : 康 托 尔 首先 假设 (0，1) 之 间 的 实数 是 可 数 的 ， 并 且 推 导出 
了 一 个 矛盾 。 我 们 首先 假设 (0，1) 之 间 的 实数 可 数 。 因 此 ， 我 们 可 以 
用 {rl r2, r3, …} 来 表示 这 个 集合 。 每 个 实数 ri 部 可 以 表示 为 一 个 十 进 制 
数 。 我 们 将 使 用 下 面 的 标记 来 表示 这 些 十 进 制 数 。 


n=0.ayn QQ", T=0.42 022 023 "Ti= 0.an an 03 


竖 着 列 出 这 些 表 达 式 : 
ri=0.qai a 03 00 
=. ts ts ts 


rs = 0. a3 ld3 033 """ Gai *** 


n=0, a Up Uy 0. Ope 


现在 ， 构 建 一 个 实数 b = 0.5 b, b; … bi:…。 如 果 ai = 4， 
令 记 =5， 否则 令 b =4。 和 如果 =4, 令 如 =5， 否则 令 记 =4。 
一 般 来 说 ， 如 果 a;; =4， 令 b; =5， 否 则 令 b; = 4。 我 们 研究 列 
表 中 的 对 角 元 素 ， 选 择 b,; 来 区 分 第 i 个 对 角 数 。 


自 先 ， 请 注意 b 的 十 进 制 展 开 只 包含 数字 4 和 5。 因 此 ，b 不 是 拥有 两 
种 十 进 制 展 开 的 实数 。b 是 一 个 (0，1) 之 间 的 实数 。 因 为 bp 是 (0，1) 
之 间 的 实数 ， 根 据 假设 ， 它 一 定 在 该 列表 中 。 

但 是 ， 因 为 b1 不 等 于 al11， 我 们 知道 zz rj]。 因 为 by 不 等 于 qa22， 我 
们 知道 b 对 r2。 一 般 来 说 ， 因 为 bi 不 等 于 aii， 我 们 知道 b ri。 这 个 论证 
证 明了 b 不 在 列表 中 。 


我 们 已 经 证 明 b 既 在 列表 中 又 不 在 列表 中 ， 推 导出 了 一 个 矛盾 。 所 
以 ， 最 初 的 假设 一 定 是 错误 的 ， 〈0，1) 之 间 包 含 的 实数 是 不 可 数 的 。 


连续 统 假设 


康 托 尔 证 明了 No 是 小 于 3No 的 ， 即 自然 数 的 基数 小 于 实数 的 基 
数 。 他 考虑 了 一 个 明显 的 问题 ， 在 No 和 3 No 之 间 是 否 存在 基数 ? 这 等 
价 于 ， 是 否 存在 某 个 实数 的 子 集 拥 有 大 于 No， 但 小 于 ?No 的 基数 。 他 
不 认为 存在 这 样 的 基数 ， 但 是 无 法 证 明 这 点 。 在 No 和 72xo 之 间 不 存在 
基数 的 假设 就 是 所 谓 的 连续 统 假设 。 


1900 年 ， 希 尔 们 特 列 举 了 23 个 他 认为 新 世纪 最 重要 的 问题 。 第 一 个 
问题 就 是 连续 统 假设 。 


1940 年 ， 哥 德尔 证 明了 连续 统 假设 无 法 和 被 集合 理论 的 定理 推翻 。 
1963 年 ， 保 多. 科恩 证 明了 无 法 通过 定理 证 明 连 续 统 假设 。 这 证 明了 连 
续 统 假设 是 独立 于 公理 的 一 一 这 是 一 个 无 法 通过 公理 证 明 或 反驳 的 陈 
述 。 


计算 的 基数 


我 们 把 注意 力 重 新 转 到 机 器 和 计算 上 ， 看 看 计算 机 能 够 完成 的 所 有 
可 能 计算 的 基数 。 


首先 ， 我 们 将 研究 有 限 目 动机 能 够 完成 的 计算 。 一 个 计算 包括 一 个 
有 限 上 自动 机 和 一 个 有 限 输入 。 因 为 我 们 能 够 无 限 次 地 设计 有 限 目 动机 ， 
并 且 无 限 给 予 它们 输入 ， 有 限 目 动机 能 够 完成 的 计算 一 定 也 是 无 限 的 。 
这 意味 着 ， 计 算 的 基数 至 少 是 0。 


我 们 介绍 了 给 定 任 意 有 限 上 自动 机 M 和 有 限 输入 字符 串 I， 如 何 编码 
4GM， 刀 中 包含 的 信息 片段 。 这 个 编码 总 是 以 4 个 1 开头 的 、 由 0 和 1 组 成 
的 字符 串 。 我 们 研究 的 例子 如 下 : 


‘M, 1 =111100111011100101101001111110010110 


毫 无 疑问 ， 我 们 可 以 将 这 个 字符 串 当 作 一 个 数字 。 如 果 我 们 在 适当 
位 置 加 入 空格 ， (M，7》 就 可 以 被 视 作 一 个 相当 大 的 数字 


111 100 111 011 100 101 101 001 111 110 010 110 


用 这 种 方式 来 思考 ， 编 码 给 出 了 一 个 从 有 限 上 自动 机 和 有 限 输 入 到 目 
然 数 的 函数 。 有 限 目 动机 完成 的 计算 包括 目 动机 和 有 限 输入 。 现 在 ， 我 
们 拥有 了 从 计算 到 自然 数 的 函数 。 这 意味 着 在 计算 集合 和 自然 数 子 集 之 
间 存 在 一 个 双 映 射 。 因 此 ， 能 够 由 有 限 上 自动 机 完成 的 计算 集合 的 基数 最 
大 为 No。 


我 们 证 明了 能 够 由 有 限 目 动机 计算 的 基数 最 大 为 No， 最 小 为 Nu 
。 我 们 得 出 结论 : 有 限 自 动机 能 够 完成 的 所 有 可 能 计算 的 集合 拥有 的 基 
数 为 NN,。 


我 们 为 有 限 自 动机 做 出 的 全 部 论证 都 可 以 拓展 到 图 灵机 及 其 计算 。 
给 定 一 个 图 灵机 和 输入 字符 串 ， 我 们 能 够 编码 信息 ， 并 且 将 这 个 字符 串 
视 作 目 然 数 。 我 们 从 这 一 论证 得 到 的 结论 是 相同 的 。 图 灵机 能 够 完成 的 
所 有 可 能 计算 的 集合 拥有 的 基数 为 No。 


任意 计算 机 能 够 完成 的 计算 同样 也 能 由 图 灵机 完成 。 因 此 ， 计 算 机 
只 能 完成 可 数 数量 的 计算 。 


可 计算 数 


图 灵 在 1936 年 太 表 的 论文 的 第 一 行 束 是 “可 计算 数 或 许可 以 像 实数 
一 样 被 简 蛙 描述 ， 实 数 的 十 进 制 表 达 式 可 以 用 有 限 手段 计算 ”。 他 还 没 
有 定义 图 灵机 的 概念 ， 但 是 他 所 谓 的 “有 限 手段 * 束 是 使 用 图 灵机 或 算 


可 计算 数 是 实数 ， 对 这 个 实数 而 言 ， 存 在 一 个 图 灵机 和 输入 ， 当 图 
灵机 在 该 输入 上 运行 时 ， 图 灵机 会 在 磁带 上 输出 这 个 数字 的 十 进 制 展 
开 。 图 灵 不 只 对 有 限 的 十 进 制 展开 感 兴趣 一 一 这 将 会 把 可 计算 数 限 定 到 
有 理 数 。 他 希望 图 灵机 的 输出 包括 无 理 数 。 通 过 描述 与 我 们 介绍 过 的 机 
器 不 同 的 图 赤 机 ， 他 实现 了 这 个 目的 。 图 灵机 没有 接纳 状态 和 拒绝 状 
态 ， 它 们 能 够 一 下 运行 。 为 了 输出 一 个 无 理 数 ， 他 允许 这 个 机 器 一 直 运 
行 一 一 只 要 它 能 够 一 直 输 出 正确 数字 。 


现在 ， 我 们 使 用 本 书 中 介绍 的 方法 定义 图 灵机 。 我 们 的 机 器 必须 一 
直 在 接纳 状态 停止 ， 以 完成 一 次 计算 。 当 一 次 计算 被 接纳 时 ， 磁 带 上 只 
会 出 现 有 限 数 量 的 符号 。 我 们 需要 一 点 小 技巧 来 处 理 无 限 十 进 制 展开 。 


我 们 定义 一 个 实数 是 可 计算 的 ， 如 果 存 在 一 个 图 灵机 (或 算法 ) 以 
任意 目 然 数 " 为 输入 ， 在 有 限 次 步骤 后 停止 ，c 的 十 进 制 展开 对 应 了 m 个 
十 进 制 位 置 。 在 这 个 方法 中 ， 计 算 总 会 停止 ， 但 是 输入 数字 mn， 我 们 也 
能 得 到 尺 可 能 准确 的 答案 。 


图 灵 证 明了 所 有 有 理 数 都 是 可 计算 的 。 他 证 明了 类 似 V2 、r 和 e 这 
样 无 理 数 都 是 可 计算 的 。 实 际 上 ， 你 很 有 可 能 永远 都 遇 不 到 一 个 无 法 计 
算 的 数字 。 我 们 将 证 明 并 非 所 有 实数 都 是 可 计算 的 ， 因 此 我 们 需要 找到 
一 个 具体 的 例子 。 


一 个 非 可 计算 数 


在 上 一 半 中 ， 我 们 证 明了 移 位 函数 的 最 大 值 S(n) 不 是 可 计算 函数 。 
我 们 将 使 用 这 个 结论 来 构建 非 可 计算 数 。 


我 们 将 定义 一 个 数字 N， 令 0 < N < 1。N 的 十 进 制 展开 将 包含 完整 的 


0 和 1。1 的 位 置 由 S(n) 给 出 。 通 常 ， 我 们 定义 v- 二 局 
n=l 
回忆 一 下 ，S(1) = 1，S(2) = 6，S(3) = 21。 因 此 ， 
] ] ] 


N=—+ 一 + 一 二 十 …=0.100001000000000000001000 …: 
1 


下 一 个 1 出 现在 第 107 个 小 数位 (S(4) = 107)。 
如 果 我 们 能 够 计算 N， 那 么 我 们 就 能 计算 1 在 十 进 制 展开 中 出 现 的 位 


置 ， 然 后 我 们 就 能 计算 S(OD。 但 是 ， 我 们 已 经 证 明了 S(m 不 是 可 计算 函 
数 。 因 此 ，N 不 能 是 可 计算 数 。 


数字 N 得 到 了 很 好 的 定义 ， 即 便 它 不 是 可 计算 数 。 存 在 “你 能 够 定 
义 ， 却 无 法 计算 的 数字 ”这 一 事实 ， 是 图 灵 友 现 的 一 个 有 趣 结 论 。 


非 可 计算 数 似乎 相当 稀少 ， 但 是 这 并 非 真 相 。 我 们 将 证 明 可 计算 数 
征 可 数 的 ， 也 就 是 说 ， 实 际 上 所 有 实数 都 是 非 可 计算 数 。 


存在 可 数 数量 的 可 计算 数 


我 们 让 区 表示 可 计算 数 。 因 为 区 包含 Q@， 而 且 我 们 知道 有 理 数 的 
基数 是 尺 。， 我 们 可 以 推导 出 NR,<|K|。 


我 们 还 知道 ， 图 灵机 能 够 完成 的 所 有 可 能 计算 的 集合 是 N。。 这 个 
可 计算 数 的 集合 是 所 有 可 能 计算 的 子 集 。 因 此 ， 我 们 就 有 了 |K|<N。。 


这 两 个 不 等 式 告诉 我 们 ， 可 计算 数 的 集合 是 可 以 计算 的 ， 即 | 入 1=x。 


可 计算 数 无 法 有 效 枚 举 


我 们 已 经 证 明了 可 计算 数 是 可 数 的 。 因 此 ， 在 它们 和 上 自然 数 之 间 存 
在 一 个 双 映 射 。 图 未 证 明了 ， 尽 管 一 定 存在 一 个 双 映 射 ， 但 无 法 使 用 图 
灵机 去 发 现 这 个 双 映 射 。 没 有 算法 或 有 效 的 过 程 能 够 列 出 可 计算 数 。 这 
就 是 “可 计算 数 无 法 有 效 枚 举 ” 的 含义 。 


我 们 将 只 会 考虑 那些 大 于 0 并 且 小 于 1 的 可 计算 数 ， 给 出 图 姑 对 这 个 
集合 的 证 明 。 这 个 可 计算 数 的 子 集 是 可 计算 的 。 这 再 次 意味 着 它们 和 目 
然 数 之 间 存 在 一 个 双 上 映射。 我 们 可 以 使 用 这 个 双 映 射 将 这 些 可 计算 数列 
为 {c1, c2, c3, ……}， 其 中 c1 是 与 1 匹配 的 可 计算 数 ，c? 是 与 2 匹配 的 可 计算 
数 ， 以 此 类 推 。 现 在 ， 我 们 进行 康 托 尔 的 对 角 论 证 。 首 先 ， 我 们 列 出 下 
面 的 十 进 制 展 开 : 


C1 = O00 CT dsl 

6» = 0.0% Co Aad 

Gx = 0 Ws Ws i 

GCC 

我 们 能 够 以 完全 相同 的 方式 构建 一 个 实数 b = 0.b1b2b3...bi...。 如 果 

a11 = 4， 令 bl] = 5， 否 则 令 bj = 4。 如 果 aop = 4， 令 bp =5， 否 则 b> = 4。 
一 般 来 说 ， 如 果 aii = 4， 令 bi = 5， 否 则 令 b; = 4。 我 们 观察 表 中 的 对 角 
元 素 ， 选 择 bi 来 区 分 第 i 个 对 角 数 字 。 


数字 b 是 介 于 0 和 1 之 间 的 实数 ， 无 法 出 现在 列表 中 。 这 个 列表 包含 
了 所 有 可 计算 数 。 这 意味 着 b 不 是 一 个 可 计算 数 。 但 是 ， 它 为 什么 不 是 


可 计算 数 ? 我 们 可 以 用 一 个 算法 来 描述 从 该 列表 构建 p 的 过 程 : 读 入 表 
中 第 一 个 元 素 ， 看 第 一 个 小 数位 的 数字 。 如 果 筷 不 是 4， 输 出 4。 如 果 它 
是 4， 输 出 5。 用 第 二 个 元 素 重 复 这 一 过 程 ， 再 去 看 第 二 个 小 数位 ， 以 此 
类 推 。 我 们 知道 ，b 并 不 在 可 计算 数 的 列表 中 。 唯 一 的 结论 是 可 计算 数 
的 列表 不 是 能 够 通过 计算 机 构建 的 。 如 果 列 表 能 够 通过 计算 机 构建 ， 那 
么 b 束 是 可 以 计算 的 ， 我们 将 得 到 一 个 矛盾 。 如 果 不 能 使 用 计算 机 构建 
列表 ， 那 么 就 不 存在 矛盾 。 因 此 ，b 一 定 不 是 可 计算 数 。 


图 灵 论 文 的 题目 是 《 论 可 计算 数 及 其 在 判定 问题 上 的 应 用 》。 疼 灵 
想 要 证 明和 希 尔 伯 特 的 判定 问题 是 错误 的 。 他 首先 需要 给 出 有 效 过 程 或 算 
法 的 定义 。 他 通过 图 灵机 进行 了 定义 。 之 后 ， 他 需要 找 出 无 法 和 被 算法 回 
答 的 问题 。 他 定义 了 可 计算 数 ， 并 且 证 明 它 们 是 可 计算 的 。 再 之 后 ， 他 
证 明了 没有 算法 能 够 证 明 它 们 是 可 计算 的 。 最 后 ， 他 证 明 如 果 存 在 这 样 
的 算法 ， 我 们 束 可 以 使 用 它 来 计算 不 在 表 中 的 对 角 数 ， 这 束 证 明了 不 存 
在 算法 能 够 列 出 这 些 数 字 。 但 是 ， 这 与 该 列表 包含 所 有 可 能 的 可 计算 数 
相 了 矛盾 。 


图 灵 证 明了 史上 最 伟大 的 数学 家 是 错误 的 ， 这 是 一 项 重要 成 就 。 然 
而 ， 真 正 的 智慧 蕴藏 在 论证 方法 中 。 他 的 理论 机 器 简单 易 懂 ， 他 还 证 明 
了 这 一 机 需 能 够 进行 任何 计算 。 他 的 论证 证 明了 通用 计算 机 的 存在 ， 还 
证 明了 这 个 机 器 的 能 力 和 限制 。 


这 篇 论文 芮 定 了 理论 计算 的 基础 。 


1. 如 果 A 的 每 个 元 素 都 是 B 的 元 素 ， 集 合 A 被 包含 在 集合 B 中 。 如 果 B 包 含 A， 那 么 B 严 格 
包含 集合 4， 但是， 至少 有 一 个 B 中 的 元 素 不 在 A 中 。A 中 的 每 个 元 素 都 属于 B， 但 是 ， 有 
一 些 B 中 的 元 素 不 属于 A。 

Aleph，N ， 是 希 伯 来 语 字母 表 的 第 一 个 字母 。 
这 基于 一 个 假设 : 如 果 |A1G1B| 并 且 |B1G14AI， 那 么 A1=13831。 这 一 点 是 正确 的 ， 

但 对 无 限 集合 而 言 不 够 明显 。 这 里 产生 的 一 个 著名 结论 就 是 所 谓 的 康 托 尔 - 伯 恩 斯 坦 - 施 

罗 德 定理 。 
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4. 读者 可 能 在 研究 积分 的 限制 时 遇 到 这 个 想法 。o% - c 和 oooo 被 称 作 不 确定 形式 。 包 括 
不 确定 形式 在 内 的 限制 必须 被 仔细 分 析 。 


第 九 章 图 元 的 址 天 


潜艇 能 游泳 吗 ? 


一 一 艾 效 格 。 迪 科斯 彻 (Edsger W.Dijkstra) 二 


我 们 研究 了 图 灵 论 文中 包含 的 思想 ， 指 出 这 篇 论文 已 经 成 为 计算 机 
科学 的 基石 。 但 是 ， 当 图 灵 撰 写 这 篇 论文 的 时 候 ， 它 不 过 是 数学 逻辑 的 
结论 ， 计 算 机 科学 还 没有 成 为 一 门 学 科 ， 现 代 计 算 机 还 没有 被 发 明 出 
来 。 在 本 章 ， 我 们 将 关注 1936 年 论文 发 表 到 1954 年 网 灵 去 世 的 18 年 间 发 
生 了 什么 。 


首先 ， 我 们 将 简单 地 谈 谈 麦 元 斯 :纽曼 (Max Newman) 。 当 我 们 谈 
论 重 要 思想 家 的 研究 的 时 候 ， 很 容易 低估 其 他 人 在 他 们 的 研究 中 扮演 的 
角色 。 一 位 活跃 的 、 能 够 给 予 学 生 帮 助 的 导师 会 起 到 关键 作用 。 纽 曼 就 
在 自己 的 职业 生涯 中 为 图 灵 扮 演 了 这 样 的 角色 。 


图 灵 在 剑桥 大 学 国王 学 院 的 时 候 ， 纽 曼 是 那里 的 讲师 。1935 年 图 灵 
学 习 的 可 德尔 非 完备 性 定理 课程 正 是 由 纽曼 教授 的 。 在 这 一 课程 中 ， 图 
灵 第 一 次 学 到 了 判定 问题 的 概念 。 一 年 之 后 ， 纽 曼 意识 到 ， 图 灵 研究 计 
算 的 方法 拥有 极 高 的 原创 性 和 重要 性 ， 并 且 鼓励 图 灵 发 表 论 文 。 纽 曼 至 
信 伦敦 数学 协会 的 编辑 ， 解 释 图 灵 做 了 哪些 工作 ， 并 且 教 促 编辑 发 表 图 
灵 的 论文 。 


第 二 次 世界 大 战 期 间 ， 图 灵 和 纽曼 都 在 布 莱 切 利 园 研究 密码 破译 。 
战 后 ， 纽 受 在 曼彻斯特 大 学 创立 了 量 家 计算 机 圳 实验 室 ， 并 且 邀 请 图 灵 
加 入 这 一 团队 。 从 1948 年 起 ， 图 灵 开 始 在 曼彻斯特 工作 ， 直 到 1954 年 离 
世 。 


纽曼 同样 帮助 图 灵 下 定 决 心 前 往 普 林 斯 顿 进修 ， 与 阿 隆 伍 : 印 奇 一 
同 进行 研究 。 


图 灵 在 普林斯顿 大 学 


新 泽 西 州 的 普林斯顿 同时 拥有 普林斯顿 大 学 和 普林斯顿 高 等 研究 
院 。1936 年 ， 普 林 斯 顿 大 学 数学 系 和 高 等 研究 院 在 同一 栋 建筑 中 办 公 。 
阿 隆 佐 : 即 奇 当 时 是 普林斯顿 大 学 的 教授 ， 阿 尔 伯 特 : 爱 因 斯 坦 和 约翰 ' 误 
' 诡 依 曼 都 曾 是 普林斯顿 高 等 研 究 学 院 的 成 员 。 库 尔 特 : 哥 德尔 在 1934 年 
和 1935 年 造访 高 等 研究 院 ， 并 于 1939 年 成 为 终身 成 员 。 普 林 斯 顿 高 等 研 
完 院 是 数学 领域 的 中 心 ， 尤 其 是 数学 逻辑 的 中 心 。 


1936 年 ， 印 奇 33 岁 ， 是 一 位 建树 虞 丰 的 人 逻辑 学 家 。 克 羔 尼 和 罗 世 都 
是 印 奇 的 学 生 ， 都 在 数学 逻辑 领域 及 表 了 很 多 重要 结论 。 当 时 的 图 灵 只 
有 24 岁 ， 刚 刚 开 始 自己 的 数学 生涯 。 在 剑桥 大 学 ， 没 有 人 能 够 与 他 共 
事 。 因 此 ， 他 前 往 普 林 斯 顿 去 拜访 印 奇 。 


图 灵 并 没有 博士 学 位 。 当 时 ， 在 英国 参与 学 术 研 究 不 需要 博士 学 
位 。 但 是 ， 在 咨询 过 纽曼 和 即 奇 后 ， 他 认为 进行 博士 学 习 是 他 前 往 普 林 
斯 顿 的 一 个 不 错 的 理由 。 图 灵 在 1936 年 9 月 来 到 普林斯顿 。 


在 普林斯顿 的 时 候 ， 图 灵 结 识 了 冯 : 话 依 曼 。1937 年 ， 冯 : 诺 依 曼 写 
信 文 持 图 灵 申 请 奖学金 。 在 信 中 ， 他 这 样 谈 到 图 灵 :“ 他 在 我 感 兴趣 的 
数学 分 文学 科 一 一 概 周 期 函数 理论 和 连续 群 理论 取得 了 不 错 的 成 绩 。” 
二 汉 : 诺 依 曼 没有 提 到 图 灵 对 计算 的 研究 ， 看 来 当时 他 还 不 知道 图 灵 的 
论文 。 不 久之 后 ， 他 一 定 听 说 了 这 篇 论文 。1939 年 ， 斯 塔 尼斯 拉夫 . 乌 
拉 姆 〈Stanislaw Ulam) 回忆 自己 在 1938 年 与 色 : 诺 依 曼 讨论 图 灵 的 研究 
时 写 道 :“1939 年 ， 冯 : 谨 依 曼 多 次 在 与 我 讨论 建立 形式 数学 系统 时 提 到 
图 灵 的 名 字 。” 


1938 年 ， 图 灵 获 得 了 博士 学 位 ， 他 在 博士 论文 中 介绍 了 顺序 逻辑 的 
研究 。 三 作为 研究 的 一 部 分 ， 他 发 明了 oracle， 一 个 能 够 即时 回答 问题 
的 黑金。 它 本 应 是 一 个 不 可 判定 的 问题 。oracle 机 器 是 与 oracle 连 接 的 图 
灵机 。 图 灵 只 介绍 了 oracle 的 概念 。 这 不 是 他 论文 的 主要 内 容 ， 而 且 他 
也 从 未 详细 研究 过 这 一 概念 (波斯 特 跟 进 了 这 一 概念 ， 并 在 20 世 纪 40 年 
代 证 明了 关于 oracle 的 重要 结论 ) 。 事 实证 明 ， 这 些 机 器 同样 是 理论 计 
算 机 科学 的 重要 组 成 部 分 。 正 如 罗伯特 : 索 尔 提 到 的 ， 你 可 以 将 自己 的 
笔记 本 电脑 视 作 图 灵机 ， 将 oracle 视 作 网 络 。 


在 图 灵 完 成 博士 学 习 后 ， 冯 : 诺 依 晶 邀 请 图 灵 担 任 他 的 助理 ， 但 是 
图 灵 婉 言 谢绝 ， 并 决定 返回 英国 。 


在 图 灵 攻 读 博 士 学 位 期 间 ， 另 一 篇 突破 性 论文 被 友 表 。 这 束 是 死 天 


克 丈 德 . 香 农 


1936 年 ， 克 劳 德 .香农 从 密歇根 大 学 毕业 ， 获 得 电子 工程 学 士 和 数 
学 学 士 双 学 位 。 随 后 ， 他 进入 麻 省 理工 学 院 攻读 研究 生 。 在 麻 省 理工 学 
院 期 间 ， 香 农 研究 了 早期 的 模拟 计算 机 。 这 项 研究 使 他 开始 考虑 开关 和 
数字 计算 。 


开关 拥有 “ 开 ” 和 “ 关 ” 两 种 性 质 。 很 明显 ， 它 们 能 代表 0 和 1。 但 是 ， 
香农 证 明了 它们 能 做 的 事 不 止 于 此 : 所 有 布尔 代数 和 二 进 制 算术 都 能 够 
使 用 电子 电路 和 开关 实现 。1937 年 ， 他 在 上 自己 的 硕士 论文 中 提 及 这 些 绪 
论 ， 并 在 一 年 后 发 表 了 目 己 的 论文 。 三 


这 篇 论文 成 为 计算 机 设计 的 基石 。 很 快 ， 这 篇 论文 在 电子 工程 师 之 
间 广 为 流传 ， 影 响 了 后 来 所 有 数字 计算 机 的 设计 。 


第 二 次 世界 大 战 


离开 普林斯顿 后 ， 图 灵 返 回 剑 桥 工 作 ， I 
校 (Government Code and Cipher School， 人 简称 GC&CS) 三， 着 手 研 究 
密码 破译 。1939 年 9 月 ， 英 国 与 德国 宣战 后 ， 加 灵 来 到 布 莱 切 利 园 
GC&CS 战 时 所 在 ， 全 职 进行 解密 工作 。 


德国 当时 使 用 恩 尼 格 码 机 加 密 和 解密 所 有 和 军事 信息 。 这 种 机 器 有 一 
个 键盘 ， 操 作 员 可 以 使 用 键盘 输入 字母 。 它 的 内 部 包含 很 多 转子 。 在 加 
密 过 程 伊始 ， 操 作 员 必 须 以 特定 顺序 插入 转子 ， 随 后 将 它们 旋转 到 特定 
的 初始 设置 。 操 作 员 还 需要 连接 一 个 插 接 板 ， 作 为 初始 设置 的 一 部 分 。 


一 旦 机 器 被 配置 好 ， 操 作 员 束 开 始 输入 消 忠 。 随 着 每 个 字母 被 输 
入 ， 转 子 旋转 ， 背 光 显 示 屏 上 就 会 显示 出 加 蜜 版 的 字母 ， 操 作 员 将 这 些 
字母 记录 下 来 。 完 成 全 部 信息 加 密 后 ， 操作 员 使 用 标准 摩 斯 电码 ， 把 加 
密 信 息 发 送 给 接收 者 。 


编码 拥有 目 反 性 质 ， 接 收 者 会 按照 同样 的 标准 对 机 需 进 行 初 始 设 
置 ， 并 且 输 入 被 加 蜜 的 消 轧 。 整 个 过 程 结束 后 ， 他 就 可 以 得 到 加 冤 前 的 
文本 。 


破解 这 个 密码 分 两 步 。 第 一 步 是 精确 理解 恩 尼 格 码 机 的 内 部 构造 。 
这 些 转子 如 何 改变 每 个 被 输入 的 字母 的 编码 ? 转子 之 间 如 何 连 线 ? 插 接 
板 如 何 工作 ? 在 了 解 插 接 板 的 连 线 如 何 工作 后 ， 第 二 步 就 是 找 出 每 条 被 
拦截 消 妃 的 初始 设置 。 


在 战争 开始 前 ， 波 兰 人 完成 了 两 个 步骤 的 工作 。 波 兰 数学 家 马里 安 
: 雷 耶 夫 斯 其 “(Marian Rejewski) 和 他 的 密码 学 专家 团队 成 功 完 成 了 恩 尼 
格 码 机 的 逆 同 工程 ， 并 且 研 究 出 了 完整 的 线路 图 。 这 是 一 项 需要 排列 组 
合 抽 象 性 质 知识 的 伟大 成 就 。 统 计 学 和 概率 通常 是 密码 学 专家 的 工具 ， 
但 是 雷 耶 夫 斯 基 意 识 到 ， 一 个 名 为 “ 群 论 ” 的 纯 数学 理论 能 够 帮助 他 们 判 


断 该 机 器 如 何 运转 。 他 的 团队 提出 的 理论 方法 非常 成 功 。 


波兰 密码 学 专家 还 发 现 了 一 个 弱点 ， 即 初始 设置 会 出 现在 消 妃 的 开 
始 部 分 。 这 意味 着 有 可 能 只 通过 加 密 消 息 的 前 6 个 字母 判断 初始 转子 设 
置 。 你 只 需要 所 历 由 所 有 可 能 的 转子 顺序 、 所 有 可 能 的 转子 设置 和 所 有 
可 能 的 插 接 板 连 线 生成 的 所 有 6 个 字母 的 可 能 序列 。 问 题 在 于 这 个 可 能 
数字 太 过 庞大 。 战 争 开 始 时 ， 这 台 机 器 拥有 10““ 种 可 能 的 初始 设置 。 假 
设 你 每 秒 可 以 检查 100 万 种 设置 ， 仍 需要 1 亿 年 来 检查 完 这 些 可 能 性 。 


雷 耶 夫 斯 基 和 他 的 团队 使 用 两 种 方法 来 解决 这 个 问题 。 他 们 意识 
到 ， 他 们 需要 使 用 群 论 概念 来 限制 需要 检查 的 可 能 性 数量 ， 而 且 他 们 需 
要 一 台 能 够 检查 这 个 受 限 列表 的 机 器 。 他 们 设计 了 一 合 炸弹 机 来 进行 搜 
索 。 他 们 的 机 器 的 本 质 是 将 6 全 恩 尼 格 码 机 连接 起 来 ， 使 它们 一 同 运 
转 ， 搜 索 可 能 设置 的 受 限 列 表 ， 和 直到 友 现 匹配 。 


截至 1938 年 ， 波 兰 能 够 解密 拦截 到 的 大 部 分 军事 信息 。 在 1939 年 9 
月 德国 入 侵 波兰 前 ， 英 国政 府 已 经 了 解 到 波兰 密码 学 专家 取得 的 成 绩 。 
波兰 人 邀请 英国 密码 学 专家 来 到 华沙 ， 他 们 在 那里 解释 了 所 有 已 知 信 
自 
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德国 人 逐渐 将 他 们 的 加 密 技术 变 得 更 加 安全 。 这 些 机 器 仍然 使 用 三 
个 转子 ， 但 是 有 5 种 可 能 的 转子 被 安装 在 三 个 位 置 中 的 任意 一 个 。 初 始 
设置 的 传输 被 更 改 ， 以 消除 波兰 人 发 现 的 薄弱 环节 。 在 不 同时 间 ， 不 同 
的 军事 部 门 会 分 别 进 行 调整 。 但 是 ， 海 盏 是 优先 级 最 高 的 。 德 国 密码 学 
专家 致力 于 确保 海军 恩 尼 格 码 机 是 最 安全 的 。 雷 耶 夫 斯 基 的 方法 无 法 破 


解 这 些 信息 。 


图 灵 在 这 时 加 入 进来 。 他 开始 研究 来 自 德国 海军 的 加 密 信 息 。 图 灵 
利用 了 德国 系统 中 的 另 一 个 弱点 ， 即 每 个 字母 必须 被 加 密 为 另 一 个 不 同 
的 字母 ， 没 有 字母 能 够 朴 加 密 为 目 己 本 身 。 因 此 ， 如 采 你 在 信息 中 发 现 
本目 己 非 常 确信 的 词汇 ， 你 就 可 以 将 这 个 词汇 的 字母 在 加 密 信 息 字 母 上 


滑 过 ， 直 到 你 发 现 没 有 字母 匹配 。 这 个 字母 序列 就 是 你 的 词汇 的 一 种 可 
能 加 密 形 式 。 这 一 理念 以 及 群 论 和 概率 论 理念 ， 使 他 设计 出 了 一 台 连 接 
多 个 恩 尼 格 码 机 复制 品 的 机 器 ， 工 作 方 式 依旧 是 在 一 个 受 限 列 表 中 执行 
搜索 。 他 的 第 一 台 炸 弹 机 三 在 1940 年 春 投 入 运行 。 


1942 年 ， 在 美国 参战 后 ， 图 灵 前 往 美国 与 那里 的 密码 学 家 合作 ， 协 
助 设计 了 美国 版 的 炸弹 机 。 在 美国 期 间 ， 他 造访 了 位 于 下 曼哈顿 地 区 的 
贝尔 实验 室 ， 在 那里 他 见 到 了 克 劳 德 -香农 。 除 了 研究 密码 破译 ， 他 们 
还 讨论 过 对 计算 的 研究 。 = 


战争 结束 前 ， 美 国 和 英国 有 大 量 炸 弹 机 运转 。 及 时 破解 德 方 信息 使 
盟 盏 能 够 定位 德 车 的 舰艇 航线 ， 选 择 何 时 、 在 什么 位 置 进行 攻击 。 


图 灵 和 和 雷 耶 夫 斯 基 不 仅 在 赢得 战争 的 过 程 中 做 出 了 重要 的 贡献 ， 还 
开启 了 密码 学 发 展 的 新 纪元 。 从 此 以 后 ， 密 码 学 能 够 参考 复杂 数学 ， 并 
且 需 要 大 量 的 计算 。 


战争 期 间 ， 麦 元 斯 :纽曼 也 在 布 羔 切 利 园 ， 他 领导 破解 了 男 一 台 德 
国 加 密 机 器 Tunny 〈 人 金枪鱼 ) 。Tunny 采 用 的 加 密 方 法 比 恩 尼 格 码 
机 更 加 复杂 。 它 被 设计 用 于 德军 高 层 同 前 线 将 军 发 送信 息 。 纽 曼 需 要 比 
炸弹 机 更 强大 的 东西 来 破解 这 些 密码 。 图 灵 将 他 介绍 给 汤 米 : 弗 大 尔 斯 
(Tommy Flowers) 。 弗 劳 尔 斯 是 使 用 真空 管 的 专家 。 三 当时 ， 人 们 认 
为 真空 管 太 不 稳定 ， 无 法 在 机 器 中 大 量 使 用 。 但 是 ， 弗 劳 尔 斯 证 明了 常 
识 是 错误 的 。 他 的 机 器 被 称 作 Colossus〈 巨 人 ) ， 这 台 机 器 可 靠 、 速 度 
快 而 且 强 大 。 这 证 明了 计算 的 未 来 应 该 使 用 电子 机 器 ， 而 非 电 动机 械 机 
下 


战争 末期 ， 他 们 制造 了 11 人 台 这 样 的 机 器 。 其 中 两 全 被 保留 用 于 密码 
破解 ， 为 外 9 台 机 絮 连 同 它 们 的 文档 ， 因 为 可 能 的 安全 风险 被 政府 销 


毁 。 


1945 年 ， 因 为 在 密码 破 诺 方面 的 贡献 ， 图 灵 和 被 乔治 国王 授予 大 英 攻 
国 勋章 三。 纽曼 认为 ， 图 灵 应 该 得 到 更 多 认可 ，6 个 月 后 ， 他 同样 被 授 
予 这 一 采 誉 ， 但 是 他 拒绝 接受 以 示 搞 议 。 


尽管 Colossus 的 设计 成 为 秘密 ， 计 算 机 需 能 被 制造 的 事情 被 更 多 人 
知晓 。 世 界 不 同 地 方 的 许多 团队 开始 设计 早期 的 计算 机 。 


在 布 莱 切 利 园 的 工作 结束 后 ， 纽 受 和 图 灵 开 始 重新 研究 新 机 器 的 设 
计 。 纽 曼 从 一 台 被 拆除 的 Colossus 中 保留 了 一 些 组 件 ， 来 到 曼彻斯特 大 
学 创立 了 计算 机 器 实验 室 ， 图 灵 加 入 了 伦敦 的 国家 物理 学 实验 室 ， 设 计 
目 己 的 机 舌 。 


20 世 纪 40 年 代 的 计算 机 发 展 


20 志 纪 40 年 代 ， 计 算 机 从 复杂 可 编程 计算 机 器 发 展 为 真正 的 现代 计 
算 机 。 主 要 的 进步 表现 为 : 设计 机 器 从 专门 用 于 特定 类 型 计算 的 机 器 变 
为 通用 计算 机 ; 开关 从 电动 机 械 设备 变 为 电子 设备 ;存储 程序 式 计 算 机 
中 的 程序 和 数据 能 够 被 读 入 内 存 。 


关于 “ 谁 制 造 了 第 一 台 计 算 机 ”这 个 问题 ， 答 案 取决 于 你 对 计算 机 的 
定义 。 大 多 数 人 赞同 这 一 定义 应 该 包括 机 器 是 通用 的 。 如 果 你 认为 机 器 
理论 上 不 是 通用 的 ， 但 在 实践 中 被 设计 为 通用 的 ， 似 乎 也 合情合理 。 例 
如 ， 康 拉 德 : 楚 泽 ‘(Konrad Zuse) 在 1941 年 制造 了 一 台 名 为 23 的 机 器 。 
它 被 设计 用 于 特定 计算 。 在 原本 的 设计 目的 中 ， 它 不 是 通用 机 器 ， 但 在 
1998 年 ， 事 实证 明 ， 以 某 种 方式 操纵 输入 ， 它 实际 上 能 够 完成 任何 计 
算 。 楚 泽 的 Z4 被 设计 为 通用 计算 机 。 


相 比 于 试图 将 这 一 有 荣誉 赋予 菜 个 人 ， 介 绍 回 着 现代 存储 程序 式 电子 
计算 机 发 展 的 主要 成 就 似乎 更 具 实 际 意义 。 


、 又 
克 兰 德 : 楚 泽 


第 二 次 世界 大 战 成 为 制造 计算 机 器 的 主要 推手 一 取 须 解决 的 问题 
不 只 包括 密码 ， 弹 道 表 和 核武 器 设计 同样 需要 进行 大 量 的 计算 ， 单 余人 
类 计算 者 无 法 实现 。 轴 心 国 和 同盟 国都 开始 设计 机 器 进行 计算 。 德 国 工 
程 师 康 拉 德 . 楚 泽 制造 了 一 系列 复杂 、 新 颖 的 电动 机 械 机 器 。 楚 泽 并 不 
了 解 香农 或 图 灵 的 研究 ， 在 完全 独立 地 进行 研究 。1945 年 ， 他 制造 的 Z4 
是 第 一 台 被 设计 成 通用 机 器 的 通用 计算 机 。 战 争 即将 结束 前 ，Z4 在 柏林 
投入 使 用 。 由 于 同盟 国 加 强 了 对 柏林 的 雄 炸 ， 这 人 台 机 器 被 打包 运往 哥 廷 
根 。 一 段 时 间 后 ， 楚 泽 得 以 对 其 继续 研究 ，1950 年 ，Z4 重 新 投入 运行 。 


英 奇 利和 艾 克 特 


朝 着 设计 现代 计算 机 前 进 的 下 一 步 ， 是 从 电动 机 械 设备 转变 为 电子 
设备 一 一 从 中 继 设 备 转变 为 真空 管 。 第 一 台 通 用 电子 计算 机 是 ENIAC， 
包含 17 468 个 真空 管 。 宾 夕 法 尼 亚 大 学 的 约翰 : 英 奇 利和 普 雷 斯 伯 : 艾 现 
特制 造 了 这 合 机 器 。 他 们 于 1943 年 开始 这 项 工作 ，1946 年 时 这 合 机 需 能 
够 正常 运转 。 然 而 ， 这 台 机 器 并 非 存储 程序 式 计算 机 。 对 ENIAC 进 行 编 
程 需 要 插入 各 种 接线 以 及 设置 开关 。 


色 " 语 依 曼 


冯 : 诺 依 曼 对 设计 计算 机 过 程 中 包括 的 智力 问题 颇 感 兴趣 ， 但 是 他 
也 需要 实际 制造 出 一 台 计算 机 。 他 参与 了 制造 第 一 颗 氢弹 的 工作 ， 这 需 
要 进行 大 量 的 计算 。 这 些 计算 模拟 震荡 波 的 影响 ， 首 先是 来 自 引爆 可 列 
变 材料 的 传统 爆炸 ， 之 后 是 来 自 需要 引爆 聚变 反应 的 裂变 爆炸 。 之 所 以 
需要 严谨 的 设计 ， 是 因为 炸弹 需要 达到 聚变 阶段 ， 而 且 不 会 提前 将 自身 


炸 得 四 分 五 忽 。 很 明显 ， 研 究 人 员 无 法 测试 采用 不 同 设计 的 真正 炸弹 ， 
决策 层 决定 通过 在 机 器 上 模拟 链 式 反 应 来 进行 测试 。 

冯 : 诡 依 曼 与 ENIAC 的 制造 者 英 奇 利和 艾 克 特 紧密 合作 。 他 们 与 其 
他 几 位 学 者 一 起 研究 新 一 代 计 算 机 的 设计 应 如 何 进行 改进 。 冯 : 话 依 曼 
强调 了 存储 程序 的 概念 一 一 程序 应 该 与 数据 的 存储 方式 一 致 。 


《关于 EDVAC 的 报告 草案 》 就 是 对 该 团队 观点 的 总 结 。 同 为 这 一 
团队 成 员 的 荷 曼 : 哥 斯 廷 (Herman Goldstine〉 整 合 了 冯 : 诺 依 曼 的 笔记 ， 
撰写 了 这 篇 论文 。 这 些 笔记 原本 留 有 空白 ， 是 冯 : 诺 依 曼 准 备 插 入 索引 
的 地 方 ， 但 是 在 哥 斯 廷 整理 的 版 本 里 ， 空 白 和 索引 都 被 色 略 了 。 哥 斯 迁 
还 将 这 篇 论文 命名 为 “关于 EDVAC 的 报告 草案 *"， 看 起 来 就 像 是 冯 : 诺 依 
曼 一 个 人 的 成 绩 。 整 理 完成 后 ， 他 油印 了 24 份 拷贝 ， 并且 开始 传阅 这 篇 
论文 。1945 年 ， 这 篇 论文 广 为 传 播 ， 影 响 了 后 来 的 计算 机 设计 。 这 种 存 
储 程序 式 电 子 计算 机 逐渐 成 为 人 们 熟知 的 冯 : 诺 依 曼 结 构 。 


莫 奇 利和 艾 殉 特 因为 没有 被 普 名 为 联名 作者 而 备 感 失落 。 冯 : 诡 依 
曼 不 仅 “ 夺 走 ” 了 许多 他 们 认为 属于 自己 的 想法 ， 还 将 这 些 想 法 公 之 于 
众 。 他 们 正在 计划 为 目 己 的 想法 申请 专利 ， 并 且 进 行 授权 。 现 在 ， 这 些 
想法 已 经 广 为 流 传 ， 申 请 专利 也 就 成 了 泡影 。 三 图 灵 的 名 字 同 样 没 有 出 
现在 这 篇 论文 中 ， 尽 管 缺 少 索引 ， 存 储 程序 的 概念 实际 上 是 图 灵 提 出 
的 。 正 如 斯 坦 利 : 弗 兰 元 尔 (Stanley Frankel) 所 写 : 


在 1943 年 或 1944 年 ， 冯 。 诺 依 曼 对 图 灵 论 文 的 重要 意义 有 充分 
的 了 解 …… 冯 。 诺 依 曼 向 我 提 到 了 这 篇 论文 ， 在 他 的 敦促 下 ， 我 仔 
细 研 究 了 这 篇 论文 …… 我 坚信 ， 这 一 基本 概念 是 属于 图 灵 的 一 一 从 
这 个 意义 上 来 看 ， 并 非 巴 贝 奇 、 洛 甘 菜 斯 期 望 的 那样 。' = 


为 了 对 角 论证 ， 图 灵 需 要 一 个 事实 :程序 能 够 被 编码 为 数字 字符 
叫 ， 我 们 可 以 用 两 种 方法 来 思考 这 些 数字 字符 串 一 作为 数字 和 作为 各 


序 ， 这 种 理解 是 计算 机 设计 的 重要 理念 之 一 。 这 使 我 们 能 够 将 程序 视 作 
数据 。 例 如 ， 它 使 我 们 能 够 设计 蜗 级 语言 ， 在 这 些 语言 中 ， 程 序 由 编译 
器 编译 ， 而 编译 器 可 以 将 程序 视 作 数据 ; 它 使 我 们 能 够 构建 计算 机 网 
络 。 春 治 : 戴 杰 (George Dyson) 写 道 ;:“ 正 如 图 灵 构 想 、 冯 : 诺 依 曼 设 计 
的 那样 ， 和 存储 程序 式 计算 机 打破 了 代表 事物 的 数字 和 完成 任务 的 数字 之 
间 的 差异 。 我 们 的 宇宙 永远 不 会 是 一 样 的 。”*3/ 


冯 : 诺 依 曼 的 “草稿 ”被 传阅 后 ， 掀 起 了 一 场 制 造 第 一 台 存 储 程 序 式 
计算 机 的 了 范 完 。“baby”( 凤 儿 ) 是 第 一 台 问 世 的 此 类 机 器 ， 问 世 时 间 为 
1948 年 。 纽 曼 是 该 实验 室 的 负责 人 ， 图 灵 在 这 一 年 加 入 了 该 实验 室 。 但 
是 ，baby 和 后 来 的 曼彻斯特 Mark 1 都 是 由 弗 雷 德里 元 :威廉 斯 (Frederic 
Williams) 和 汤姆 . 基 尔 伯 恩 (Tom Kilburn) 制造 的 ， 图 灵 和 纽曼 都 没 
有 在 设计 过 程 中 担任 重要 角色 。baby 被 设计 成 一 个 用 于 测试 随机 访问 存 
储 设备 的 原型 机 ， 这 里 的 随机 访问 存储 设备 随后 成 为 全 尺寸 计算 机 Mark 
1 的 一 部 分 。 


1949 年 ， 许 多 团队 已 经 搭建 并 运行 全 尺寸 通用 存储 程序 式 电子 计算 
机 。 曼 彻 斯 特 的 Mark ”1 和 剑桥 的 EDSAC 的 启用 时 间 彼 此 相距 不 足 1 个 
月 。 几 个 月 后 ，CSIRAC 于 澳大利亚 悉尼 被 制造 出 来 并 开始 运行 。 颇 有 具 
讽刺 意味 的 是 ， 所 有 这 些 机 器 都 基于 冯 : 诺 依 曼 的 《关于 EDVAC 的 报告 
草案 》， 但 是 直到 1951 年 ，EDVAC 才 开始 运行 。 


图 灵 测 试 


战 后 不 久 ， 图 灵 进 入 位 于 伦敦 的 国家 物理 实验 室 工 作 。 在 此 期 间 ， 
他 决定 设计 自己 的 计算 机 。 他 将 之 命名 为 ACE (Automatic Computing 
Engine， 上 自动 计算 引擎 ) ， 并 且 做 出 了 完整 的 设计 。 一 个 小 团队 开始 着 
手 制造 ACE， 但 是 工作 进展 缓慢 。 一 台 原 型 机 最 终于 1950 年 制造 成 功 并 
投入 运行 ， 但 是 同一 时 间 已 经 出 现 了 其 他 更 加 强大 的 计算 机 ， 甚 至 连 图 


灵 都 加 入 了 纽曼 在 曼彻斯特 大 学 的 团队 ， 一 直 在 那里 工作 到 离世 。 


在 曼彻斯特 期 间 ， 图 灵 发 表 了 一 篇 题 为 “计算 机 器 和 智能 ”的 论文 。 
这 篇 论文 以 “机 器 能 思考 吗 ” 这 个 问题 开篇 。 图 灵 思 考 了 我 们 如 何 区 分 人 
或 机 需 是 售 正 在 思考 。 他 提出 了 “模仿 游戏 "， 后 来 变 成 了 所 谓 的 “图 灵 
测试 >?。 在 这 个 游戏 中 ， 一 位 人 类 仲裁 丑 处 与 人 类 和 计算 机 不 同 的 房 
间 。 仲 裁 知道 存在 一 台 计 算 机 A 和 一 个 人 B， 但 是 并 不 知道 哪个 是 人 ， 
哪个 是 计算 机 。 仲 裁 会 同 A 和 B 提 出 问题 ，A 和 B 进 行 回答 。 人 类 仲裁 的 
目标 是 判断 哪个 是 人 ， 哪 个 是 计算 机 。 三 


这 是 一 篇 非常 有 趣 的 论文 。 图 灵 的 论证 十 分 充足 ， 并 且 考 虑 了 各 种 
对 “机 器 能 够 思考 ”这 个 想法 的 反驳 。 这 篇 论文 的 原创 性 非常 强 。 他 的 担 
忧 之 一 是 人 类 可 能 会 通过 心灵 感应 交流 ， 他 非常 严肃 地 思考 了 这 个 问 
题 ， 建 议 将 所 有 人 放 在 “ 防 心 灵感 应 ”的 房间 里 。 


图 灵 的 中 心 论点 是 ， 我 们 通过 与 人 类 交互 ， 判 断 茶 个 人 是 否认 真 ， 
古 否 在 思考 。 我 们 不 会 试图 理解 他 们 大 脑 里 的 神经 元 如 何 工作 ， 但 是 会 
考虑 我 们 是 人 否 有 过 一 座 有 意义 的 对 话 。 同 样 的 道理 也 适用 于 机 器 。 如 果 
我 们 想 要 知道 一 台 机 器 是 否 拥 有 智能 ， 或 是 否 拥 有 意识 ， 我 们 应 该 通过 
交互 进行 判断 。 


值得 一 提 的 是 ， 有 一 个 版 本 的 图 灵 测 试 已 经 成 为 我 们 日 向 生活 的 一 
部 分 。 只 有 在 这 个 版 本 中 ， 计 算 机 才 试 图 区 分 人 类 和 机 器 。 
CAPTCHA (Completely Automated Public Turing Test to Tell Computers 
and Humans Apart， 全 自动 区 分 计算 机 和 人 类 的 图 灵 测 试 ) 经 常会 出 现 
在 在 线 表 格 中 。 在 你 提交 表格 前 ， 你 必须 回答 一 个 CAPTCHA 测 试题 
一 一 一 般 包 含 读 取 一 些 畸 形 的 文本 ， 将 字母 和 符号 键入 输入 框 。 


机 器 思考 的 想法 自然 将 我 们 引 同 了 机 器 能 否 理解 、 能 够 拥有 意识 的 
想法 中 。 支 持 和 有 反 驶 两 方面 都 有 很 多 人 。 反 对 机 器 能 够 思考 和 理解 的 最 
著名 的 论点 就 是 中 文 屋 论证 。 这 是 哲学 家 约翰 : 塞 尔 (John ”Searle) 在 


1980 年 发 明 的 思想 实验 ， 这 个 实验 的 根据 是 图 灵 测 试 。 窄 尔 想象 自己 被 
放置 在 一 个 屋子 里 。 他 并 不 理解 中 文 ， 但 是 他 有 一 本 告诉 他 在 各 种 情况 
下 应 该 做 什么 的 书 。 人 们 可 以 通过 一 个 小 槽 同 屋 里 塞 入 纸张 。 赛 尔 可 以 
在 纸 上 写 字 ， 并 且 通 过 小 槽 问 屋 外 人 送出 这 些 纸 。 屋 外 的 人 都 是 汉语 母 
语 者 。 他 们 在 这 些 纸 上 用 中 文 写 下 问题 。 赛 尔 观察 这 些 消 轧 。 这 对 他 而 
言 是 没有 意义 的 ， 但 是 他 能 在 自己 的 书 里 查阅 这 些 符 写字 符 串 。 当 他 找 
到 对 应 的 字符 串 时 ， 书 上 写 着 如 何在 纸 上 写 下 答案 ， 并 把 纸 送 出 屋子 。 

外 面 的 人 是 仲裁 者 。 他 们 试图 判断 屋子 里 的 人 是 否 理解 中 文 。 因 为 


他 们 一 直 能 得 到 所 提问 题 的 正确 答案 ， 他 们 认为 屋 里 有 一 个 理解 中 文 的 
人 。 但 是 ， 中 文 屋 理 解 中 文 吗 ? 或 者 ， 它 是 否 只 是 假装 理解 中 文 呢 ? 


这 一 论点 发 布 之 初 就 引发 了 大 量 关 于 “中 文 屋 里 是 否 发 生 了 真正 的 
理解 ?的 和 争论。 很 明显 ， 赛 尔 充 当 了 一 人 台 通 用 计算 机 ， 书 束 是 程序 。 我 
们 看 到 ， 通 用 计算 机 非常 简单 ， 复 杂 的 是 编写 程序 。 塞 尔 和 书 的 “ 思 
考 " 就 如 同 计算 机 和 程序 的 “思考 ”。 


思考 包括 什么 ? 它 是 否 意味 着 “拥有 意识 ”? 这 些 都 是 很 难 回答 的 问 
题 。 哲 学 家 不 知道 对 人 类 而 言 ， 拥 有 意识 到 底 意 味 痢 什么 。 一 些 人 甚至 
坚信 ， 我 们 感受 到 的 自由 意愿 是 虚构 的 ， 我 们 感觉 到 的 意识 ， 不 过 古物 
理 大 脑 的 一 个 附带 现象 。 


试图 显 式 定义 理解 和 模拟 理解 之 间 的 差异 ， 似 乎 超越 了 人 类 的 能 
访 畴 。 采 省 理工 学 院 计 算 机 科学 家 斯 科 特 - 阿 伦 森 (Scott Aaronson) 三 ' 
对 此 进行 了 精妙 的 总 结 : 


人 们 能 够 找 出 很 多 重要 的 、 有 信服 力 的 论证 ， 去 反驳 “机 器 会 
思考 ”的 可 能 性 。 这 些 论证 唯一 的 问题 在 于 ， 它 们 也 在 质疑 “大 脑 
会 思考 ”的 可 能 性 。 


一 个 流行 观点 是 ， 如 果 一 台 计 算 机 表现 出 智能 ， 它 只 反映 了 对 


其 编程 的 人 类 的 智能 。 但 是 ， 如 果 人 类 的 智能 只 是 数 十 亿 年 进化 过 
程 的 有 反应， 又 该 如 何 解释 ? 


陨落 


图 元 是 一 位 同性 恋 者 ， 在 当时 的 英国 ， 男 同性 恋 是 非法 的 。1952 
年 ， 图 灵 的 公寓 被 部 入 ， 他 癌 警 察 报告 了 这 一 事件 。 在 调查 过 程 中 ， 警 
方 确信 ， 图 灵 与 一 位 名 为 阿诺德 : 默 里 (Arnold Murray) 的 男性 有 过 性 
接触 ， 而 阿诺德 正 与 此 案 相 关 。 图 姑 承 认 与 默 里 有 过 三 次 性 交 。 这 个 数 
字 足 以 使 图 元 获得 6 项 徘 名 的 指控 ， 警 方 决 定 逮 捕 图 灵 和 默 里 。 


图 灵 非 常 担心 成 为 囚徒 。 在 审判 中 ， 他 的 辩护 人 提出 ， 相 比 于 被 天 
入 监狱 ,图 灵 应 该 接受 同性 恋 治 疗 ， 并 被 判 缓刑。 法 官 同意 了 这 一 请 
求 ， 判 图 元 缓刑 一 年 ， 要 求 他 接受 露 官 疗 法 〈 融 官 疗法 通 冲 和 被 称 作 化 学 
阁 割 ， 包 括 接受 合成 雌性 激素 注射 ) 。 


被 定 徘 后 ， 图 灵 失 去 了 目 己 的 安全 审查 资格 ， 无 法 继续 为 GC&CS 
就 有 关 密 码 破 译 的 问题 进行 咨询 ， 但 是 他 仍然 保有 自己 在 曼彻斯特 的 计 
算 机 器 实验 室 的 工作 。 两 年 后 的 1954 年 6 月 ， 图 灵 被 发 现 死 于 氰 化 物 中 


Ei 


一 个 广 为 流 传 的 说 法 是 ， 图 灵 吃 下 了 浸泡 过 所 化物 的 苹果 。 哲 学 家 
杰克 :科普 兰 (B. Jack Copeland) 在 自己 撰写 的 《图 录 : 信息 时 代 的 先 
驱 》 (Turing: Pioneer of the Information Age) 一 书 中 ， 人 和 仔细 研究 了 围绕 
在 图 灵 之 死 周围 的 诸多 事件 ， 得 出 结论 : 这 是 一 次 意外 事故 。 


图 灵 是 被 他 的 保洁 员 发 现 的 。 遗 体 旁 有 被 吃 掉 一 半 的 苹果 。 这 个 问 
题 苹 果 从 未 被 检测 过 。 调 碍 图 灵 之 死 的 警察 确实 发 现 了 电解 设备 一 一 一 
个 朔 有 连接 电极 液体 的 盘子 。 当 警方 发 现 这 个 盘子 时 ， 液 体 正 在 冒 气 
泡 。 


图 灵 豆 欢 做 一 些 化 学 实验 ， 其 中 一 些 实验 就 用 到 了 扎 化 物 。 他 在 卧 
室 劳 边 有 一 个 小 房间 ， 作 为 目 己 的 实验 室 。 他 曾 用 电解 法 成 功 镀金 了 一 
把 勺子 。 考 虑 到 这 些 情况 ， 事 实 更 有 可 能 是 图 灵 在 进行 某 个 包含 扎 化 物 
的 危险 实验 时 意外 身亡 。 


科普 兰 同样 研究 了 图 灵 死 前 几 天 的 心理 状态 。 他 提 到 ， 激 素 治疗 已 
经 在 一 年 前 停止 。 他 的 工作 进展 顺利 。 在 图 灵 生 前 最 后 一 周 与 他 有 过 交 
流 的 人 认为 ， 图 灵 精 神 状态 不 错 ， 并 没有 消沉 ， 他 并 未 表现 出 任何 要 自 
杀 的 征兆 。 


对 图 灵 遗 体 的 检查 草草 结束 。 验 己 官 提 到 ;“ 我 被 强迫 做 出 这 是 芋 
意 行 为 的 结论 。 像 他 这 样 的 人 ， 从 来 没有 人 知道 他 接 下 来 将 会 做 什 
么 。” 二 这 似乎 做 出 了 自杀 的 假设 ， 并 没有 真正 考虑 过 其 他 可 能 性 。 


科普 兰 在 书 的 结尾 这 样 写 道 : 
图 灵 之 死 的 准确 情况 或 许 会 永远 变 成 不 解 之 计 。 不 应 该 说 图 灵 


是 自杀 的 因为 我 们 只 是 不 知道 真相 。 或 许 我 们 只 会 个 从 肩 ， 同 
意 没 有 最 终 的 结论 ， 并 且 关 注 图 灵 的 一 生 和 他 惊人 的 研究 成 果 。 


着 歉 和 效 免 


尽管 我 们 不 能 确定 图 灵 之 死 的 真相 ， 但 是 很 明显 ， 他 受到 了 英国 司 
法 系统 惨 无 人 道 的 粗暴 对 待 。2009 年 9 月 ， 第 二 次 世界 大 战 爆发 70 年 
后 ， 英 国 首 相 蕊 登 . 布 明 (Gordon Brown) 回 图 灵 的 遭遇 正式 做 出 道 
其 : 


这 是 我 们 应 该 深思 的 一 年 一 一 对 英国 而 言 ， 这 是 她 作为 一 个 国 
家 纪念 那些 我 们 曾经 深 深 亏 欠 的 人 们 的 机 会 。 一 系列 纪念 日 和 活动 


激 起 了 我 们 的 自豪 感 和 感激 心 一 一 正 是 这 些 塑造 了 英国 人 。 今 年 早 
些 时 候 ， 我 同 萨 科 齐 和 奥巴马 两 位 总 统一 起 ， 纪 念 65 年 前 在 诺曼底 
海岸 备 勇 作战 的 英雄 们 。 就 在 上 周 ， 我 们 一 起 纪念 了 “英国 政府 拿 
起 武器 反抗 法 西 斯 ， 并 宣布 第 二 次 世界 大 战 爆发 ”70 周 年 。 因 此 ， 
今天 我 怀 着 愉快 与 自豪 的 心情 站 在 这 里 ， 由 于 一 些 计算 机 科学 家 、 
历史 学 家 和 LGBT 〈 女 同性 访 、 男 同性 访 、 双 性 访 和 跨 性 别 者 ) ， 我 
们 今年 才 有 机 会 纪念 和 庆祝 在 英国 反抗 独裁 统治 战斗 中 密码 破译 者 
艾 伦 。 图 灵 做 出 的 伟大 贡献 。 


图 灵 是 一 位 非常 聪明 的 数学 家 ， 因 为 对 德国 恩 尼 格 码 密 码 的 研 
完 而 闻名 于 世 。 毫 不 奔 张 地 说 ， 没 有 他 的 杰出 贡献 ， 第 二 次 世界 大 
战 的 历史 或 许 会 截然 不 同 。 他 是 在 扭转 战局 过 程 中 做 出 独特 贡献 的 
一 个 人 。 因 此 ， 他 应 得 到 的 感激 使 他 受到 的 非 人 道 待遇 更 加 令 人 扼 
腕 叹息 。 


1952 年 ， 他 被 判 严 重 猥 讲 一 一 实际 上 ， 他 被 视 作 男 同性 恋 。 在 
被 关 入 狱 和 接受 治疗 之 间 ， 他 选择 接受 化 学 阁 割 一 一 注射 一 系列 雌 
性 激素 。 仅 仅 两 年 之 后 ， 他 的 生命 就 永远 地 结束 了 。 


成 千 上 万 人 聚集 起 来 ， 为 艾 伦 。 图 灵 寻 求 正 义 ， 要 求 政 府 承 认 
图 灵 所 遭受 的 非 人 道 待 遇 。 图 灵 接 受 当 时 法 律 宣判 的 时 候 ， 我 们 无 
法 将 时 钟 逆转 回去 ， 他 受到 的 待遇 当然 是 完全 不 公平 的 ， 我 很 高 兴 
有 这 个 机 会 ， 对 他 的 遭遇 表示 我 本 人 和 我 们 的 深 深 的 菊 意 。 正 如 图 
灵 受 到 的 指控 一 样 ， 他 和 其 他 成 千 上 万 违反 《 反 同 性 恋 法 》 的 男 同 
性 恋 都 受到 了 严酷 的 对 待 。 许 多 年 间 ， 数 百 万 人 仍 生活 在 对 指控 的 
恐惧 中 。 我 很 骄傲 地 宣布 ， 那 些 日 子 已 经 过 去 ， 过 去 12 年 来 ， 政 府 
做 出 了 很 多 努力 ， 让 LGBT 的 生活 变 得 更 加 公平 、 更 加 平等 。 认 识 到 
图 灵 作 为 英国 最 著名 的 “ 反 同 性 访 ” 有 受害 者 的 身份 ， 是 我 们 朝 着 公 
平 迈 出 的 重要 一 步 。 这 一 步 ， 来 得 太 迟 。 

但 是 ， 图 灵 对 人 类 的 贡献 应 该 得 到 承认 。 对 于 我 们 这 些 1945 年 
以 后 ， 出 生 在 一 个 统一 的 、 民 主 的 、 和 平 的 欧洲 的 人 来 说 ， 很 难 想 
象 我 们 的 大 陆 曾 经 经 历 了 人 类 最 黑暗 的 时 期 。 很 难 相 信人 们 能 够 变 
得 对 仇恨 如 此 着 迷 一 一 被 反 犹 太 主义 、 反 同性 旋 、 仇 外 情绪 和 其 他 


残忍 的 偏见 冲 外 了 头脑 ， 以 至 于 毒气 室 和 火葬 场 像 过 去 数 百年 间 兽 
经 代表 了 欧洲 文明 的 画廊 、 大 学 和 音乐 厅 一 样 ， 成 为 欧洲 大 陆 的 一 
部 分 。 

感谢 那些 像 艾 伦 。 图 灵 一 样 ， 义 无 反 顾 地 投身 反 法 西 斯 战争 的 
男人 和 女人 人们， 对 大 属 杀 和 全 面 战 争 的 丽 惧 ， 已 经 成 为 欧洲 历史 的 
一 部 分 ， 但 并 非 欧 洲 的 现在 。 因 此 ， 我 代表 英国 政府 ， 以 及 所 有 因 
图 灵 的 贡献 而 自由 生活 的 人 们 ， 自 罕 地 说 : “图 灵 ) 我 们 很 抱 
歉 ， 你 应 得 到 更 好 的 对 待 。” 


2013 年 12 月 24 日 ， 图 灵 得 到 了 英国 星 室 的 赦免 。 


1. 实际 上 ， 这 段 话 来 自 迪 杰 斯 特 拉 〈Dijkstra) 在 1984 年 一 次 会 议 上 的 讲话 : “这 一 领域 
的 开辟 者 一 直 十 分 令 人 困扰 : 约翰 : 冯 : 诺 依 曼 认为 计算 机 和 人 类 大 脑 十 分 相似 ， 这 一 想法 
堪 比 中 世纪 思想 家 ; 艾 伦 :图 灵 思 考 标准 来 设置 判断 机 器 能 否 思考 的 问题 ， 这 是 我 们 现在 
知道 的 一 个 问题 ， 与 判断 潜艇 是 否 游泳 相似 。” 

2. 安德鲁 . 霍 奇 斯 。Op. cit. 第 167 页 。 

3. 马丁 . 戴 维 斯 。《 通 用 计算 机 : 从 莱 布 尼 蒋 到 图 灵 》, 第 169 页 。 

4. 因为 图 灵 是 邱 奇 的 学 生 ， 他 采用 了 积分 来 表示 这 个 理念 。 不 幸 的 是 ， 这 导致 研究 变 
得 比较 难 懂 ， 或 许 这 解释 了 为 什么 它 没 有 被 广泛 传阅 。 


/ 


5. 《对 继电器 和 开关 电路 中 的 符号 分 析 》，1938 年 。 
6. 这 个 地 方 后 来 被 更 名 为 政府 通信 和 总 部 〈Government Communications Headquarters) ， 


但 是 它 更 为 人 所 知 的 缩写 是 GCHQ 。 相 当 于 美国 的 国家 安全 局 。 

7. 英文 单词 <bombe” 由 波兰 语 “bomba” 发 展 而 来 。 至 于 波兰 人 为 何 称 他 们 的 机 器 为 
bomba( 意 为 英文 的 “炸弹 ”) 似乎 成 为 一 个 谜团 。 当 被 问 及 这 点 时 ， 据 说 雷 耶 夫 斯 基 的 回 

应 是 他 想 不 出 更 好 的 名 字 。 

8. 香农 和 图 灵 都 对 “使 用 来 自 概率 中 的 理念 ”提取 数据 中 的 信息 感 兴趣 。 后 来 ， 香 农 延伸 
了 一 些 战 时 的 研究 成 果 写 出 了 一 ， 篇 突破 性 的 论文 《通信 的 数学 原理 》 (A Mathematical 
Theory of Comrmunication) ， 是 信息 原理 的 基础 之 一 。 图 灵 撰 写 了 多 篇 关于 概率 在 密码 学 
方面 应 用 的 文章 。 这 些 文 章 都 曾 是 机 密 信 息 ， 现 在 才 得 以 公布 于 众 〈2012 年 ， 两 篇 论文 
解密 ， 可 以 在 http://www.nationalarchives.gov.uk 上 找到 》。 

9. 英国 使 用 “valve”( 电 子 管 ) 这 个 词 ， 而 美国 使 用 “vacuum tube”。 


10. 布 羔 切 利 园 的 国家 计算 博物 馆 制造 了 一 台 Colossus。 访 客 能 够 看 到 这 台 机 器 运行 。 


= 


11. 


OBE 代表 大 英 帝 国 勋章 (Order of the British Empire) 。 这 


莫 殉 利和 埃 克 特 多 次 上 诉 至 法 院 ， 试 图 申请 专利 ， 但 从 未 成 功 。 
安德鲁 . 霍 奇 斯 ，Op. cit. 第 382 页 。 

乔治 : 戴 森 ，《 图 灵 的 大 教堂 》 文 前 第 9 页 。 

1990 年 ， 休 :罗布 纳 (Hugh ”Loebner) 承诺 为 第 一 台 通过 


chapter09 美 元 奖金 和 金牌 。 自 1991 年 起 ， 每 年 都 会 举行 


被 授予 铜牌 和 一 定 奖金 。 


图 灵 测 试 的 计算 机 提 


斯 科 特 : 阿 伦 森 ， 


《 自 


德 席 元 利 特 以 来 的 量子 计算 》 第 45 页 。 


1954 年 6 月 18 日 ， 


引用 。 


《每 日 电讯 报 》 报 道 了 此 事 。 霍 奇 斯 和 科普 


比 策 十 头衔 低 好 几 个 级 


供 100 


次 比赛 , “最 接近 人 类 的 ”电脑 将 


兰 的 传记 都 对 此 进行 了 


拓展 阅读 


图 元 的 论文 


本 书 关 注 了 图 灵 的 《 论 可 计算 数 》。 这 篇 论文 相当 星 深 ， 因 为 它 的 
日 标 受 众 是 学 术 界 人 士 。 如 果 想 要 进行 深度 研究 ， 我 推荐 各 位 读者 阅读 
查尔斯 : 佩 措 尔 德 (Charles Petzold) 的 《 带 注解 的 图 灵 : 艾 伦 :图 灵 关 于 
可 计算 性 和 图 灵机 的 历史 性 论文 的 导 览 》 (The Annotated Turing: A 
Guided Tour Through Alan Turing’s Historic Paper on Computability and 
the Turing Machine) 。 佩 措 尔 德 为 图 灵 的 论文 增加 了 许多 杰出 的 长 篇 注 
解 ， 帮 助 读 者 准确 理解 图 灵 在 每 个 阶段 完 竟 研 究 了 什么 。 佩 措 尔 德 同样 
介绍 了 这 篇 论文 的 相关 历史 。 


图 灵 在 《计算 机 器 和 智能 》 中 讨论 了 模仿 游戏 (图 灵 测 试 》。 这 篇 
文章 是 为 一 般 读 者 撰写 的 ， 在 网 上 很 容易 找到 。 这 篇 文章 非常 值得 一 
读 。 


对 于 那些 想 要 深入 研究 图 灵 文 章 的 读者 来 说 ， 安 德 鲁 - 霍 奇 斯 在 
http://www.turing.co.uk 维 护 了 大 量 信 息 。 男 一 个 在 线 资 源 是 图 灵 档 案 
馆 ， 由 杰 元 :科普 兰 和 戴 安 : 普 劳 德语 特 维 护 ， 网 址 : http:/www. 
alanturing.net。 


图 姑 的 传记 


许多 人 都 为 图 灵 写 过 传记 ， 其 中 包括 他 的 母亲 和 哥哥 。 但 是 ， 有 两 


部 传记 比较 突出 : 安德鲁- 霍 奇 斯 的 《 艾 伦 :图 灵 : 恩 尼 格 码 》 和 杰克 - 科 
普兰 的 《图 灵 : 信息 时 代 的 先驱 》。 霍 奇 斯 的 书 更 为 全 面 ， 这 两 本 书 都 
是 由 真正 理解 图 灵 观 点 的 学 术 作 者 完成 的 ， 能 够 很 清晰 地 解释 图 灵 的 观 
太 。 


计算 原理 的 历史 


马丁 : 戴 维 斯 的 《通用 计算 机 :; 从 羔 布 尼 次 到 图 姑 》 包 含 了 问 定 图 
灵机 基础 的 数学 和 风 辑 的 历史 与 解释 。 


大 治 : 戴 森 的 《图 灵 的 大 教堂 》 从 戴 维 斯 结束 的 地 方 起 步 ， 讲 述 了 
第 二 次 世界 大 战 后 ， 计 算 机 如 何 诞生 的 故事 。 这 本 书 更 关注 冯 : 话 依 
曼 ， 而 非 图 灵 。 


沃尔特 : 艾 了 萨克森 (Walter Isaacson) 的 《创新 者 : 一 群 黑客 、 天 才 
和 极 客 如 何 缔造 数字 革命 》， 从 巴 贝 奇 开始 到 互联 网 结束 ， 全 面 介 绍 了 
计算 机 的 发 展 史 。 


计算 机 ， 思 维和 宇宙 


斯 科 特 : 阿 伦 森 、 大 卫 . 多 伊 奇 和 道格拉斯 ' 霍 夫 斯 塔 特 (Douglas 
Hofstadter) 是 三 位 计算 机 科学 家 ， 他 们 进行 了 许多 突破 性 研究 ， 其 中 
很 多 理念 都 与 计算 理论 相关 。 阿 伦 森 的 《 目 德 训 克 利 特 以 来 的 量子 计 
算 》， 多 伊 奇 的 《无 限 的 开端 : 转变 世界 的 解释 》， 霍 夫 斯 塔 特 的 《 哥 
德尔 、 埃 售 尔 、 巴 赫 》 都 十 分 精彩 。 


元 胞 自动 机 


我 们 只 是 简单 研究 了 元 胞 自动 机 ， 但 是 它们 的 历史 更 长 ， 也 更 有 
趣 。 当 最 早 的 计算 机 被 制造 出 来 时 ， 乌 拉 姆 和 冯 : 详 依 曼 最 先 对 元 胞 上 自 
动机 进行 了 研究 。20 世 纪 50 年 代 ， 普 林 斯 顿 大 学 的 尼 尔 斯 :巴里 切 利 
(Nils Barricelli) 使 用 计算 机 来 模拟 细胞 交互 。 乔 治 . 戴 森 的 《图 灵 大 教 
堂 》 对 这 一 研究 进行 了 精辟 的 解读 。 


1970 年 ， 约 验 : 康 韦 (John Conway) 借助 二 维 元 胞 自动 机 定义 了 生 
命 。 马 本 .加 德 纳 (Martin Gardner) 在 《科学 美国 人 》 和 杂志 中 对 此 进行 
了 普及 。 威 廉 : 庞 德 斯 通 (William Poundstone) 的 《递归 宇宙 》 是 一 本 
关于 这 些 自动 机 的 历史 和 简单 规则 如 何 孕育 复杂 性 的 书籍 。 


史 带 夫 : 沃 尔 弗 拉 姆 的 《新 科学 》 是 一 部 关于 一 维 元 胞 自动 机 的 、 
之 有 大 量 注释 的 百科 全 书 。 


计算 理论 


杜 德 尼 (A.K. Dewdney) 的 《新 疼 灵 选集 》 包 含 66 个 短 章 。 每 一 草 
都 是 一 篇 与 理论 计算 机 科学 重要 部 分 相关 的 短文 。 它 涉及 了 大 量 话题 ， 
包含 了 大 量 信 息 。 对 于 那些 想 要 深入 研究 理论 计算 机 科学 的 人 而 言 ， 这 
本 书 绝对 值得 一 读 。 


现在 ， 有 很 多 关于 计算 理论 的 优秀 文章 ， 都 是 写 给 计算 机 科学 本 科 
生 和 数学 专业 学 生 的 。 迈 元 尔 : 西 普 赛 的 《计算 理论 导 引 》 是 一 本 不 错 
的 现代 教科 书 。 一 本 年 头 略 和 久 但 更 加 精彩 的 书 是 约 瑚 : 霍 普 殉 多 夫 特 
(John Hopcroft) 和 杰 弗 里 :马尔 受 〈Jeffrey Ullman) 的 《上 自动 机 理论 、 
语言 和 计算 导论 》。 


此 外 还 有 大 量 在 线 资 源 。ADUni.org 就 是 其 中 比较 出 色 的 。 


